
1 Елементи функцiонального аналiзу

Близкiсть елементiв в L2 [a, b] i збiжнiсть у серединi

У просторi L2 метрика задається умовою ρ(U, V ) =
√∫ b

a
|U(x)− V (x)|2 dx, тому близкiсть елементiв буде iстотно

iншою нiж координатна близкiсть, коли модуль менше ε числа, тодi |U(x)− V (x)| < ε

ρ(U, V ) =

√∫ b

a

|U(x)− V (x)|2 dx ≤

√∫ b

a

ε2dx = ε
√
e = ε

√
b− a

, але за умови, що збiжнiсть рiвномiрна . Однак з того, що метрика мала неслiдує, що |U(x)− V (x)| малий.

ПРИКЛАД 1

Ux =

{
10sin(1000πx), x ∈ [0; 0.001]

0, x /∈ [...]
, ρ(U, V ) =

√∫ 0.001

0
|U − V | dx =

√∫ 0.001

0
100sin2(1000πx)dx =

√
0.05 = 0.224

1.1 Нормованi i Банаховi простори

ї Для багатьох застосувань, збiжнiсть у векторному просторi зручнiше визначати через норму, яка є узагальненим
поняттям довжини вектора у звичайному тривимiрному просторi.

Означення: лiнiйний простiр називається нормованим, якщо кожному його елементу ставиться у вiдповiднiсть
дiйсне число ‖x‖ таке, щоб виконувались умови:

1)‖x‖ ≥ 0, ‖x‖ = 0 ⇔ x ≡ 0
2)‖αx‖ = |α| · ‖x‖ , α ∈ C

3)‖x1 + x2‖ ≤ ‖x1‖+ ‖x2‖- нерiвнiсть трикутника.
Вектори лiнiйного простору з нормою завжди розглядають, як метричнi, ця норма ‖x‖ = ρ(x; 0), породжують на

множинi метрику ρ(x1, x2) = ‖x1 − x2‖
Властивостi

1)ρ(x, y) ≥ 0, ρ(x, y) = 0 ⇔ x ≡ 0 так як ‖x− y‖
2)ρ(x, y) = ρ(y, x), ‖x− y‖ = |−1| ‖x− y‖
3)ρ(x, y) ≤ ρ(x, z) + ρ(z, y) ⇔ ‖x− y‖ = ‖x− z + z − y‖ ≤ ‖x− z‖+ ‖z − y‖
Для евклiдового простору R

n :
√∑n

i=1ξ
2
i

Для простору Лебега : L2 [a, b] : ‖f‖ =
√∫ b

a
|f(x)|2 dx

Збiжнiсть послiдновностi елементiв {xn} у просторi X до деякого елеметна x0 ∈ X за метрикою називають також
збiжнiстю за нормаю даного простору , позначають : ρ(xm, x0) = ‖xm − x0‖ →

n→∞
0.

У нормованих просторах алгебраїчнi операцiї неперервнi. Перекладаючи з метрики на норму маємо:

‖(x− xm)− (y − ym)‖ = ‖(x+ y)− (xm + ym)‖ ≤ ‖(x− xm)‖+ ‖(y − ym)‖

Якщо m→ ∞ ,
x→ xm
y → xm

, то limm→∞ = (xm + ym) = x+ y

Iз збiжностi за нормою випливає збiжнiсть норми

‖x‖ = ‖x− y + y‖ ≤ ‖x− y‖+ ‖y‖

‖x‖ − ‖y‖ ≤ ‖x− y‖
∣∣‖x‖ − ‖y‖

∣∣ ≤ ‖x− y‖
Якщо виконується така умова ‖xn − x0‖ → 0, n→ ∞, то ‖xn‖ → ‖x0‖ , n→ ∞ - то така збiжнiсть називається сильною,
а повний нормований простiр називається Банаховим.

Зауваж!Нормований простiр завжди метричний, а не метричний не завжди.
Зауваж!Поняття норми аналогiчне поняттю поняттю довжини вектора у тривимiрному просторi, тому її власти-

востi збiгаються з властивостями довжини вектора.
За правилом паралелограма :
‖U + V ‖ ≤ ‖U‖+ ‖V ‖∣∣‖U − V ‖ ≤ ‖U − V ‖

∣∣
‖U + V ‖2 + ‖U − V ‖2 = 2(‖U‖2 + ‖V ‖2) - нерiвнiсть паралелограма .
Тобто норма є вiдображенням геометричних властивостей , але для повноти нашої картини, треба ввести узагаль-

нення кута мiж векторами.
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1.2 Скалярний добуток

Одним iз найповнiших способiв задання норми у лiнiйному просторi є введення в ньому скалярного добутку.
Означення: скалярним добутком елементiв у лiнiйно-нормованному просторi X називають комплекснозначну фун-

кцiю (x1, x2), яка задовольняє наступним умовам для кожної пари елементiв x1, x2 ∈ X.
1) (x1, x2) = (x2, x1)- операцiя комплексного спряження.
2) (αx1 + βx2, x3) = α(x1, x3) + β(x2, x3)- властивiсть лiнiйностi.
3)(x, x) ≥ 0(x, x) = 0 ⇔ x ≡ 0
Лiнiйний простiр з фiксованим у ньому скалярним добутком називається евклiдовим . Норма вводиться за допо-

могою скалярного добутку, наступним чином : ‖x‖ =
√

(x, x)
Означення: повний лiнiйний нормований простiр iз скалярним добутком називається простором Гiльберта .

Тодi за означенням скалярного добутку в R
n вводиться так :

(x1, x2) =
∑n

i=1 ξ
(1)
i ξ

(2)
i

L2 [a, b] : (f, g) =
∫ b

a
f(x)ḡ(x)dx→-комплексне спряження

Властивостi скалярного добутку
1) Якщо два вектори x1, x2 ∈ H,α ∈ C, (x1, αx2) = τ(x1, x2)
Доведення : (x1, αx2) = (αx1, x2) = τ(x2, x1) = τ(x1, x2)
2) Зв’язок скалярного добутку з метрикою i нормою :

(x, x) = ‖x‖2 ; ρ(x1, x2) = ‖x1 − x2‖ =
√
(x1 − x2, x1 − x2)

3) Для будь-яких векторiв x1, x2 ∈ H простору Гiльберта справджується властивiсть Кошi-Буняковського, або
Мiнковського, або Шварца, або Гьольдера: ‖(x1, x2)‖ ≤ ‖x1‖ · ‖x2‖(1)

Доведення: розглянемо квадратний тричлен ϕ(α) = (αx1 + αx1, x2 + x2) ≥ ,де α - довiльне.

ϕ(α) = |α|2 ‖x1‖2 + α(x1, x2) + τ(x2, x1) + ‖x2‖2

α = − (x2,x1)

‖x1‖
2 , пiдставляючи саме α − |(x2,x1)|

2

‖x1‖
2 +‖x2‖ ≥ 0 ⇒ |(x1, x2)|2 ≤ ‖x1‖2−‖x2‖2, враховуючи означення модуля

i норми отримаємр (1).
А з останньої нерiвностi прийдемо до висновку, що у просторi Гiльберта можна ввести узагальнене поняття кута

мiж векторами гiльбертового простору.

cos(x1̂,x2) =
(x1, x2)

‖x1‖ − ‖x2‖
i нерiвнiсть Кошi-Буняковського стверджує, що cos ≤ 1 за абсолютною величиною.

Теорема

Скалярний добуток є неперервною функцiєю вiдповiдно збiгу за нормою даного простору, тобто якщо
‖xn − x0‖ → 0
‖yn − y0‖ → 0

,

коли n→ ∞ це означає, що
∣∣(xn, yn)− (x0, y0)

∣∣ → 0

Доведення:
∣∣(xm, ym)− (x0, y0))

∣∣ =
∣∣(xm, ym)− (xm, y0) + (xm, y0)− (x0, y0)

∣∣ ≤ |(xm, ym − y0) + (xm − x0, y0)| ≤ ‖xm‖·
‖ym − y0‖+ ‖xm − x0‖ · ‖y0‖

Так як за умовою теореми усi норми обмеженi, повинна виконуватись умова limn→∞(xm, x) = (limn→∞ xm, x) ,
тобто норма - неперервна функцiя.

1.3 Ортогональнi системи i ортогональнi розвинення

Означення: два елементи гiльбертового простору називаються ортогональними, якщо їх скалярний добуток
дорiвнює нулю (x1, x2) = 0, що позначаэться як x1⊥x2

Означення: система елементiв {xn} гiльбертового простору називається ортогональною , якщо всi елементи цiєї
системи нормованi на одиницю i парами ортогональнi

(xi, yi) = δij , δij =

{
1, i = j
0, i 6= j

Означення: система елементiв називається повною, якщо в H немає ненульових елементiв , ортогональних усiм еле-
ментам даної системи (Система повна , бо її нiчим поповнити).]

Властивостi ортогональних елементiв

1. Якщо x0⊥x; xi ∈ {x1, x2, ..., xn} → скiнченне ,то вiн ортогональний i будь-якiй комбiнацiї

x0⊥{α1x1 + α2x2 + ...αnxn}

N Розглянемо скалярний добуток (x0, α1x1 + α2x2 + ...αnxn) = τ(x0, x1) + ... = 0 O

2. Якщо елементи послiдовностi {xn} нескiнченна ортогональнi вектору x, то йому ортогональний i вектор x0 =
limn→∞ xn, який буде границею послiдовностi . З неперервностi скалярного добутку lim(xn, x) = (x0, x) = 0
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Для довiльних ортогональних x1, x2 ∈ H має мiсце теорема Пiфагора: ‖x1 + x2‖2 = ‖x1‖2 + ‖x2‖2
Дiйсно

(x1 + x2, x1 + x2) = ‖x1‖2 + ‖x2‖2 + (x1, x2) + (x2, x1)

1.4 Ряди Фур’є

Означення: для будь-якого елемента f ∈ H i ортонормованої системи {ϕn} з того ж гiльбертового простору H
формально записаний ряд f ∼

∑∞
k=1 Cnϕk називається рядом Фур’є , а коефiцiєнти Ck = (f, ϕk)- коефiцiєнти Фур’є

елементiв f за системою {ϕn}
Властивостi коефiцiєнтiв Фур’є

Для кожного елемента f ∈ H справджується нерiвнiсть Бесселя:

∞∑

k=1

|Ck|2 ≤ ‖H‖2

З неперервностi скалярного добутку, розглянемо суму скiнченного числа доданкiв

(f −
∞∑

n=1

Cnϕn, f −
∞∑

k=1

Ckϕk) ≥ 0

Це дає змогу використати властивостi скалярних добуткiв:

(f−
∞∑

n=1

Cnϕn, f−
∞∑

k=1

Ckϕk) = ‖f‖2−
∑

Ck(ϕk, f)−
∑

Ck(f, ϕk)+
∑

CkCe(ϕk, ϕe) = ‖f‖2−2
∑

|Ck|2+
∑

|Ck|2 = ‖f‖2−
∑

|Ck|2 ≥

∑
|Ck|2 ≤ ‖f‖2

, що справджується для всiх n . Переходячи до границi , одержимо нерiвнiсть Бесселя.
∗ Нерiвнiсть Бесселя стверджує , що всi ряди Фур’є - збiжнi , але не обов’язково до елемента, який їх порождую.
Ряд з невiд’ємними членами , всi частковi суми якого обмеженi зверху величиною ‖f‖2
Зауваж! Збiжнiсть рядiв Фур’є у середньому!
Приклад :
Нехай є ортонормована система {ϕk}. Побудуємо другу ортонормовану систему {ψk}, при чому ψk = ϕk+1 тодi

ϕ1 ∼ ∑
Cnψk, коефiцiєнти Cn = (ϕ1, ψk) = 0 тобто ряд збiгається до 0, хоча побудовано для ϕ1

Очевидно, що це є наслiдком того, що система {ϕk} не є повною.
Теорема

Якщо {ϕk}- повна ортогональна система в H, то для будь-якого елемента f ∈ H має мiсце розвинення зi знаком
рiвностi

f =
∑

Ckϕk =
∑

(f, ϕk)ϕk

де ряд у правiй частинi збiгається за нормою простору H, при чому справджується рiвнiсть Парсеваля — Стєклова

‖f‖2 =

∞∑

k=1

|Ck|2

N Нехай Sn =
∑∞

k=1 Ckϕk, iS = limn→∞ Sn

(f − Sn, ϕe) = (f, ϕe)− (Sn, ϕe) = Ce − (
∑
Ckϕk, ϕe) = Ce − Ce = 0, це справджується для всiх l ≤ n i всiх n. Але з

повноти системи елемент, ортогональний всiм {ϕk} є тiльки ненульовий. Тому f = S =
∑∞

k=1 Ckϕk зi знаком рiвностi.

Далi: ‖f‖2 = (f, f) = (
∑
Ckϕk

∑
Ckϕk) = (lim

∑
Ckϕk, lim

∑
Ckϕk) = lim

∑
|Ck|2 =

∑
|Ck|2

Зауваж!

1. Рiвнiсть f =
∑
Ckϕk означає збiжнiсть у середньому !

2. Система {ϕk} для якої справджується рiвнiсть Парсеваля — Стєклова називається замкненою (тобто для якої
ряд Фур’є збiгається до функцiї,для якої побудована )

Поняття замкненої i повної ортогональної системи у L2 [a, b] збiгається.
Теорема

Коефiцiєнти ряду Фур’є забезпечують найкращу апроксимацiю елемента f ∈ H скiнченним числом ортогональних
елементiв {ϕ1, ..., ϕn} за методом найменших квадратiв.

Нехай {ϕ1, ..., ϕn}- ортонормованi елементи гiльбертового простору. Метод найменших квадратiв полягає у апро-
ксимацiї:

f ≈
n∑

i=1

aiϕi
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де коефiцiєнти ai визначаються умовою ‖f −∑n
i=1 aiϕi‖2 = min

Для того щоб величина

F =

∫ b

a

(f −
n∑

i=1

aiϕi)
2dx

була найменшою необхiдно i достатньо, щоб
∂F

∂aj
= 0, j = 1, 2, ..., n

Диференцiювання можна виконати пiд знаком iнтегралу

∫ b

a

(f −
n∑

i=1

aiϕi)ϕjdx = 0

Звiдки ai =
∫ b

a
fϕjdx

Зауваж! Найкраща апроксимацiя є нормою даного простору L2 [a, b].

1.5 Iнтегрування рядiв Фур’є

Вiдомо, що рiвномiрно збiжнi ряди з неперервних функцiй є неперервними функцiями i їх можна iнтегрувати
почленно. Члени рядiв Фур’є -неперервнi фунцкiї , але їх сума може бути розривною функцiєю. Тому у таких випадках
ряд збiгається нерiвномiрно i виникає питання чи можна його почленно iнтегрувати.

Теорема

Ряд Фур’є за новою ортонормованою системою можна iнтегрувати почленно, не зважаючи на те, чи збiгається вiн
поточково, чи нi. При чому почленне iнтегрування дає iнтеграл вiд функцiї , що визначає ряд Фур’є.

Нехай f(x) ∈ L2 [a, b] , {Yn(x)} -нова ортонормована система в L2 [a, b].
Треба показати, що ∫ ς

c

f(x)dx =
∞∑

k=1

Ck

∫ ς

c

Yn(x)dx, a ≤ c < ς ≤ b

Очевидно ∣∣∣∣∣

∫ ς

c

f(x)dx−
n∑

k=1

Ck

∫ ς

c

Yk(x)dx

∣∣∣∣∣ ≤
∫ ς

c

∣∣∣∣∣f(x)−
n∑

k=1

CkYk(x)

∣∣∣∣∣ dx ≤
∫ b

a

∣∣∣∣∣f(x)−
n∑

k=1

CkYk(x)

∣∣∣∣∣ dx

Остаточний вираз розглядаємо як скалярний добуток функцiї |f(x)−∑n
k=1 CkYk(x)| на функцiю, що ототожньо до-

рiвнює одиницi.
Тодi за нерiвнiстю Кошi-Буняковського-Шварца

∫ b

a

∣∣∣∣∣f(x)−
n∑

k=1

CkYk(x)

∣∣∣∣∣ · 1dx ≤

√√√√
∫ b

a

∣∣∣∣∣f(x)−
n∑

k=1

CkYk(x)

∣∣∣∣∣

2

dx ·

√∫ b

a

dx

Так як √√√√
∫ b

a

∣∣∣∣∣f(x)−
n∑

k=1

CkYk(x)

∣∣∣∣∣

2

=

∥∥∥∥∥f(x)−
n∑

k=1

CkYk(x)

∥∥∥∥∥ → 0, n→ ∞

в силу повноти системи {Yk(x)}, а
√∫ b

a
dx =

√
b− a, то

∫ ς

c

f(x)dx =
∞∑

k=1

Ck

∫ ς

c

Yk(x)dx

1.6 Ортогоналiзацiя Грама-Шмiдта

Ми мали справу з ортогональним набором елементiв гiльбертового простору. Але ортогональний набiр можна
побудувати з будь-якої послiдовностi незалежних випадкiв.

Теорема

Скiнченну (або злiченну) систему лiнiйно незалежних функцiй {ψn} завжди можно ортогоналiзувати , переходячи
до лiнiйних комбiнацiй ψn, якi утворюють ортонормовану систему {ϕn}.
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N Очевидно, що ψ1 6= 0 , бо лiнiйно незалежна система не може мiстити нульового елементу. Покажемо ϕ1 = ψ1:
нормуємо його на одиницю ϕ̂1 = ϕ1

‖ϕ1‖
. Далi функцiю ψ2 "виправимо"так, щоб вона була ортогональною ϕ1:

ϕ2 = ψ2 − a21ϕ̂1, (ϕ2, ϕ̂1) = (ψ2, ϕ̂1)− a21 ‖ϕ̂1‖2 = 0

Звiдки a21 = (ψ2, ϕ̂1), так як ‖ϕ̂1‖2 = 1.
Отже,

ϕ̂2 =
(ψ2 − (ψ2, ϕ̂1)ϕ̂1)

‖ϕ2‖
Зрозумiло, що ‖ϕ2‖ 6= 0 , бо у протилежному випадку ψ1 i ψ2 були б лiнiйно залежними , що суперечить умовi теореми.

Аналогiчно

ϕn = ψn −
n−1∑

k=1

(ψn, ϕ̂k)ϕ̂k, ϕ̂k =
ϕn

‖ϕn‖

Якщо {ψn} скiнченна множина , процедура ортогоналiзацiї закiнчується на деякому кроцi. Якщо множина злiченна,
то вона продовжується крок за кроком необмежено.

Ця процедура вiдома з тривiального прикладу:
(ЗОБРАЖЕННЯ)

−→
ψ 1 = x

−→
i , ϕ̂1 =

−→
i

−→
ψ 2 − (

−→
ψ 2, ϕ̂1)ϕ̂1 =

−→
ψ 2 − (ψ2)x · −→i = y

−→
j = −→ϕ 2

−→ϕ 2

‖ϕ2‖
=

−→
j

Означення:Гiльбертiв простiр L2 [a, b] є нескiнченновимiрним евклiдовим простором.
Базисом простору може бути ортонормована система. Покажемо, що повна ортонормована система в L2 [a, b] обо-

в’язково нескiнченна.
Припустимо, що iснує скiнченна повна ортонормована система. Тодi будь-який елемент f ∈ L2 [a, b] повинен одно-

значно бути представленим у виглядi:

f =
k∑

i=1

Ciϕi, Ci = (f, ϕi), ‖f‖ =
√∑

C2
i

Тому елемент f ∈ L2 [a, b] можна розглядати як n-вимiрнi вектори в евклiдовому просторi. Але кожнi (n+ 1) вектори
n-вимiрного евклiдового простору є лiнiйно залежними, тому лiнiйно залежними будуть ш будь-якi (n + 1) елементи
iз простору L2 [a, b].

Але таке неможливо, бо, наприклад, 1, x, x2, ...xn 6=1- лiнiйно незалежнi , бо для рiвностi

C0 + C1x+ C2x
2 + ...+ Cnx

n 6=1 = 0

виконання виразу може бути тiльки за умови

C0 = C1 = C2 = ... = Cn = 0

Висновки

Таким чином приходимо до висновку, що одним з принципiв функцiонального аналiзу є такий вибiр абстрактного
простору i поняття збiжностi в ньому , якi пiдходять до даної завжди, тобто такий простiр , в якому можна довести
необхiднi теореми i побудувати правила роботи з цим простором.

У цьому є i перевага. Але простiр Лебега L2 [a, b] (далi ми розглянемо як його узагальнити на нескiнченний iнтервал)
пiдходить до задач фiзики. I збiжнiсть у середньому нiяк не порушує iнтегральнi закони фiзики. Навпаки , вона
дозволяє працювати i з узагальненими розв’язками.

Далi основною задачею буде побудування повного набору ортонормованих функцiй,щоб можна було б вводити
розвинення в ряд Фур’є.
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1.7 Лiнiйнi оператори i функцiонали

Нагадаємо, що пiд функцiєю розумiють вiдображення, при якому кожному елементу x iз множини X ставиться
у вiдповiднiсть елемент y iз множини Y , що записується як y = f(x) . При цьому множина X i Y утворена з дiйсних
обо комплексних чисел.

Якщо множинами X i Y є векторнi простори, елементаим яких будуть функцiї, то кажуть , що таке вiдображення
задається оператором.

Означення: Нехай D i D1 - два векторнi простори. Оператором A називається правило або закон, згiдно якому
кожнiй функцiї f iз простору D ставиться у вiдповiднiсть функцiонал g iз простору D1. Тодi говорять, що оператор A
дiє на функцiю f( або оператор A переводить f у g) i записують як Af = g.

Оператор вважають визначним, якщо вказано не тiльки правило дiї оператора, але i клас функцiй, який нази-
вають областю визначення оператора. Так, для оператора диференцiйовною d

dx
областю визначення , D, буде клас

диференцiйовних функцiй . Областю значень буде простiр D1.
Зауваж! в залежностi вiд конкретного вигляду, оператори називають диференцiальним, iнтегральним i тому по-

дiбне.
Як правило, позначають оператори великими лiтерами. У квантовiй механiцi-лiтера з "капелюшкомÂ.
Означення: Оператор L , визначений у лiнiйному просторi D, називається лiнiйним , якщо для будь-яких f, g ∈ D

i будь-яких αβ справждужється
L(αf + βg) = αLf + βLg

Означення:Лiнiйний оператор A називається обмеженим , якщо iснує число M > 0 таке, що для кожного x ∈ D
виконується нерiвнiсть

‖Ax‖ ≤M ‖x‖
Найменша з констант M називається нормою лiнiйного оператора ‖A‖ , тобто

‖Ax‖ ≤ ‖A‖ ‖x‖

Означення: Оператор A називається неперервним у точцi f0 ∈ D, якщо limf→f0 Af = Af0 Тобто для будь-якого
ε > 0 iснує таке δ = δ(ε) > 0, що з ‖f − f0‖ < δ слiдує ‖Af −Af0‖ < ε.

Дiї з операторами

1. Додавання (A+B)f = Af +Bf
2. Множення на число (λA)f = λ(Af)
3. Множення операторiв (AB)f = A(Bf)
4. Оператори рiвнi A = B, якщо Af = Bf
Означення: Оператор I називається одиничним , якщо If = f, ∀f ∈ D
Означення:Оператор A−1 називається оберненим до A оператора , якщо AA−1 = A−1A = I
Тобто , якщо AU = V , то U = A−1V
Зауваж! У загальному випадку
1)AB 6= BA
2)(AB)−1 = B−1A−1

3)обернений оператор теж лiнiйний.

1.8 Зведення канонiчного вигляду

Лiнiйнi диференцiйнi рiвняння 2-го порядку з двома незалежними змiнними у загальному випадку мають вигляд:

A(x, y)Uxx + 2B(x, y)Uxy + C(x, y)Uyy + F (x, y, U, Ux, Uy)

Функцiї А,В,С заданi та визначенi у деякiй областi задання i неперервнi та мають похiднi до другого порядку включно.
Чи можна перетворенням незалежних змiнних звести лiнiйнi рiвняння до канонiчного вигляду в цiй областi задання ?

В загальному випадку для 2-ох змiнних, якi незалежнi, - це зробити можна завжди.
Вводимо двi новi змiннi (це довiльнi неперервнi диференцiйовнi функцiї з якобiаном вiдмiнним вiд ’0’).

ξ = ξ(x, y)
η = η(x, y)

,
D(ξ, η)

D(x, e)
=

∣∣∣∣
ξx ξy
ηx ηy

∣∣∣∣ 6= 0 ⇒
{
x = x(ξ, η)
y = y(ξ, η)

- це i є необхiднi i достатнi умови iснування оберненого перетворення.

Перетворення
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Ux = Uξξx + Uηηx;
Uy = Uξξy + Uηηy;
Uxx = Uξξξx2 + 2Uξηξxηx + Uηηηx2 + Uξξxx + Uηηxx;
Uyy = Uξξξy2 + 2Uξηξyηy + Uηηηy2 + Uξξyy + Uηηyy;
Uxy = Uξξξxξy + Uξη(ξx + ηy + ξyηx) + Uηηηxηy + Uξξxy + Uηηxy;
Частiше використовується вигляд:
a11(x, y)Uxx+2a12(x, y)Uxy+a22(x, y)Uyy+F (x, y, U, Ux, Uy) = 0 i якщо замiнити похiднi ⇒ ā11Uξξ + 2ā12Uξη + ā22Uηη + F̄ = 0

Беремо такi ξ та η ⇒ ā11;
a11(ξx)

2 + 2a12ξxξy + a22(ξy)
2 = 0

a11

(
ξx
ξy

)2

+ 2a12

(
ξx
ξy

)
+ a22 = 0

ξx
ξy

=
−a12±

√
a2

12
−a11a22

a11

Для прикладу можна розглянути рiвняння a11(zx)
2 + 2a12zxzy + a22(zy)

2 = 0

,для якого позв’язок вiдомий z = ϕ(x, y). Тодi загальний розв’язок ϕxdx+ ϕydy = 0

dy

dx
= −ϕx

ϕy

Випадки для кореня
1)σ > 0, рiвняння для характеристик має 2 розв’язки :
ϕ1(x, y) = C
ϕ2(x, y) = C

тодi вводимо

{
ξ = ϕ1 ⇒ ā11 = 0
η = ϕ2 ⇒ ā12 = 0

i розв’язком маємо рiвняння гiперболiчного типу Uξη + F̄1(...) = 0

Якщо

{
α = ξ + η
β = ξ − η

то Uαα − Uββ + F̄1, (...) = 0

2)σ = 0 i ϕ(x, y) = C, тодi

{
ξ = ϕ⇒ ā11 = 0
η =? ⇒ ā12 = 0

η беремо довiльне (або х, або у). Тодi розв’язком маємо рiвняння

параболiчного типу : Uηη + F̄2(...) = 0
3) σ < 0
Reϕ(x, y) = ξ
±Imϕ(x, y) = η

⇒
{
ā11 = 0
ā11 = ā22

i розв’язком маємо рiвняння елiптичного типу Uηη + Uξξ + F̄3(...) = 0

Ермiтовi оператори

Наявнясть у Гiльбертовому просторi скалярного добутку, дозволяє видiлити в ньому спецiальний клас лiнiйних
операторiв, так званих ермiтових (самоспряженi).

Означення : оператор A+- (це позначення ермiтового опретора ) називається ермiтово-спряженим дор оператора
A, якщо для кожних двох функцiй ϕ, ψ ∈ H iз множення визначення цього оператора має мiсце рiвнiсть у матричному
представленi

(A,ϕ, ψ) = (ϕ,A+ψ) (1)

• Оператор A, який спiвпадає зi своїм ермiтово-спряженим оператором A+ також ермiтовий :

A⊥ ≡ A∗

(ермiтове i комплексне спряження)
• Якщо (1), однаковi (A,ϕ, ψ) = (ϕ,Aψ) → симетрiя.
• Оператор самоспряжений, якщо лiйнйнi оператори в рiвностi Aψ = A⊥ψ спiвпадають. Означення: оператор

перетворення векторiв, який зберiгає скалярний добуток незмiнним, називають унiтарним i для нього A⊥A = AA⊥.

(ϕ,ψ) = (Aϕ,Aψ) = (ϕ,A⊥ψ) ≡= (ϕ,ψ)

Висновок: перехiд вiд одного базису до другого - це поворот у Гiльбертовому просторi, яким вiдповiдають унiтарнi
оператори.

Задачi на власнi функцiї i власнi значення

Означення: число λ називають власним значенням лiнiйного оператора, якщо iснує деякий вектор f ∈ H, f 6=
0, Af = λf

При цьому f -власний вектор оператора , а λ - власне значення цього оператора.
Множину всiх власних значень називають спектром оператора. Сам спектр склажається iз iзольованих точок i

називається дискретним.
Якщо точки заповнюють цiлком якийсь iнтервал, то спектр буде неперервний .
Якщо якомусь власному значенню оператора вiдповiдає декiлька власних функцiй (векторiв), власне значення-

вироджене , а число рiзних лiнiйних незалежних власних функцiй - кратнiстю виродження.
Властивостi власних значень ермiтових операторiв
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1. Власнi значення ермiтових операторiв дiйснi

(Af, f) = λ(f, f) = (f,Af) = λ∗(f, f) → λ = λ∗, (f, f) = ‖f‖2 > 0

2. Власнi функцiї f1 i f2 , якi вiдповiдають двом рiзним власним значенням λ1 i λ2

Af1 = λ1f1 f1 6= 0
Af2 = λ2f2 f2 6= 0

, λ1 6= λ2

ермiтового оператора взаємноортогональнi

(Af1, f2) = λ1(f1, f2) = (f,Af2) = λ∗2(f1, f2) ⇒ (f1, f2)(λ1 − λ2) = 0 ⇒ (f!, f2) = 0

3. Для ермiтових операторiв, так звана квадратична форма (Af, f) ≥ 0 завжди дiйсна.
Означення: оператор додатнiй, якщо для всiх елементiв Гiльбертового простору квадратна форма бiльше або

дорiвнює нулю.
4. Оператор буде додатнiм тодi i тiльки тодi, коли всi власнi значення невiд’ємнi - λi ≥ 0.
Висновок: для опису фiзичних явищ потрiбно брати тiльки ермiтовi оператори, тому що їх власнi значення не-

вiд’ємнi. Тiльки ермiтовi оператори дають ортогональний набiр у виглядi власних функцiй.
Функцiонали

Означення: оператор, який вiдображає свою область визначення у множину дiйсних або комплексних чисел на-
зивають функцiоналом.

Тобто кожному вектору з H ставиться деяке число F (U), де U - елемент Гiльбертового простору. Так як функцiонал
являє собою частковий випадок оператора, всi поняття i результати добутi у попередньому залишаються справедливими
для фiзики , важливi тiльки лiнiйнi функцiонали. Ми будемо розглядати функцiонали вигляду (AU, V ) , де A - любий
додатнiй ермiтовий оператор.

Теорема Риса

Будь-який лiнiйний функцiонал FU у H має вигляд FU = (U, V ), де V ∈ H i однозначно визначається елементом
U за умови, що норми їх спiвпадають → ‖F‖ = ‖U‖

За цiєю теоремою є гарантiя iснування такого елемента у Гiльбертовому просторi, але в зазначеному випадку дуже
просто знайти такий елемент за заданим функцiоналом.

Нехай
1) FU = 0, V ≡= 0 ⇒ (U, V ) ≡ 0
2) Fx = α 6= 0, виберемо y = x

2 , а y ⊥ N i таким чином, що Fy = 1, x ∈ N
3) Для довiльного елемента U ∈ H,FU = β запишемо як FU = β = βFy = F (βy)

F (U − βy) = 0 → U − βy = z, z ∈ N ⇒ U = βy + z

помноживши скалярно на y

(U, y) = β ‖y‖2 , V =
y

‖y‖
2
⇒ (U, V ) = (U,

y

‖y‖
2
) = β

Єднiсть FU = (U, V ) = (U, Ṽ ), це означає (U, V − Ṽ ) = 0 ⇒ справджується для будь-якого вектора.

Якщо вибрати U = V − Ṽ , то (V − Ṽ , V − Ṽ ) =
∥∥∥V − Ṽ

∥∥∥
2

= 0 → V ≡ Ṽ

Фiзично важливий числовий випадок цiєї теореми. Будь-який лiнiйний функцiонал у просторi Лебега має вигляд:

f(x) =

∫ b

a

X(f)y(t)dt, y(t) ∈ H

Теорема про мiнiмум квадратичного функцiоналу

Якщо A - додатнiй оператор з Гiльбертового простору, для якого справджується спiввiдношення

FU = (AU,U)− 2(f, U), AU0 = f, U0 ∈ H,FU ≥ FU0

Або через усi елементи Гiльбертового простору вибраний функцiонал приймає значення на U0, то розв’язок AU0 = f .

FU = (AU,U)− 2(f, U) = (AU,U)− 2(AU0, U) = (AU,U)− (AU0, U)− (U,AU0) = (AU,U)− (AU0, U)− (AU,U0) =

(AU,U)− (AU0, U)− (AU,U0) + (AU0, U0)− (AU0, U0) = (A(U − U0), (U − U0))− (AU0, U0), (AU0, U) = const

A-додатнiй оператор для всiх елементiв U,U − U0 = 0
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Висновок: якщо справджується диф. рiвняння AU0 = f на елементi U0, то функцiонал FU приймає мiнiмальне
значення на цьому елементi.

Значення теореми в тому, що розв’ язання любого рiвняння AU = f можна звести до задачi знаходження деякого
елемента U0 , який мiнiмiзує функцiонал.

Задача Штурма -Лiувiлля

В наукових дослiдженнях часто зустрiчаються окремi класи задач про власнi функцiї i власнi значення диферен-
цiальних операторiв другого порядку.

Ly(x) + λρy(x) = 0
Ly(x) = [k(x)y′(x)]− fy(x), λ = const

Всi фунцкiї k(x), ρ(x) > 0, функцiя f(x) ≥ 0 i всi цi три функцiї неперервнi, дiйснi i двiчi диференцiйовнi на заданому
вiдрiзку. Цей клас отримав назву Штурма-Лiувiлля.

Теорема:

Будь-яке диф. рiвняння другого порядку завжди можна привести до самоспряженого виду

a0y
′′ + a1y

′ + a2y + λa3y
∣∣ ·A(x)

Aa1 = (Aa0)
′ = A′a0 +Aa′0

A

A′
=
a1, a

′
0

a0
→ A = exp

∫ x

x0

a1(x)− a′0(x)

a0(x)
dx

fa0 = k(x), Aa2 = −q, Aa3 = ρ

Умова самоспряжностi Штурма -Лiувiлля

L =
d

dx

[
k(x)

d

dx

]
− q(x)

(Ly1, y2) =

∫ b

a

{k(x)y′1 − qy1} y2dx = ky′1, y2
∣∣b
a
−
∫ b

a

ky′1y2dx−
∫ b

a

qy1y2dx = k(ky′1, y2−ky′1, y′2
∣∣b
a
+

∫ b

a

{(ky′2)− qy2} y1dx

(Ly1, y2) = (y1, Ly2) + k(y1, y2 + y1, y2)
∣∣b
a

- це можливо, якщо виконується три умови:

1)(...)
∣∣b = (...)

∣∣
a
= 0

2)k(a) = k(b), y(a) = y(b), y′(a) = y′(b)
3)k(a) = k(b) = 0
Означення: задача про вiдшукання нетривiальних розв’язкiв рiвняння Ly+λρ y = 0 Штурма-Лiувiлля i вiдповiд-

них їм значень параметра λ називається :
1)Регулярною задачею Штурма -Лiувiлля , якщо справджуються крайовi умови:
Г1y = αy′(a) + βy(a) = 0
Г2y = αy′(b) + βy(b) = 0
2) Задачею з умовою перiодичностi: k(a) = k(b); y(a) = y(b); y′(a) = y′(b)
3) Скалярною задачею: k(a) = 0, k(b) = 0, або iнтервал , де розв’язки нескiнченнi.
Для крайових умов розрiзняють чотири типи задач:

I : y(a) = y(b) = 0
II : y′(a) = y′(b) = 0{
III : y′(a)− h1y(a) = 0
IV : y′(b)− h2y(b) = 0

Влатсивостi регулярної задачi Штурма -Лiувiлля

1. Власнi фунцкiї регулярної задачi Штурма -Лiувiлля, що вiдповiдають рiзним власним значенням, ортогональнi
з вагою ρ на iнтервалi [a, b]: ∫ b

a

ρ(x)ym(x)yn(x)dx = 0,m 6= n

2. Всi власнi значення дiйснi.
3.Власнi значення утворюють не бiльше нiж злiченну множину без точок скупчення на комплекснiй площинi λ .

(Тобто спектр дискретний).
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Запишемо рiвняння Штурма -Лiувiлля як

y′′ +
k′

k
y′ − a

k
y + λ

ρ

k
y = 0

k 6= 0, тому коефiцiєнти рiвняння -неперервнi функцiї. Тобто загальний розв’язок

y(λ, x) = C1y1(λ, x) + C2y2(λ, x)

є регулярною функцiєю параметру λ.
Пiдставляючи в крайовi умови (нехай це буде перша крайова задача )

{
C1y1(aλ) + C2y2(a, λ) = 0
C1y1(bλ) + C2y2(b, λ) = 0

Приходимо до висновку , що нетривiальним розв’язком вiдносно C1 i C2 вiдповiдають умови

4(λ) =

∣∣∣∣
y1(aλ) y2(a, λ)
y1(bλ) y2(b, λ)

∣∣∣∣ = 0

Таким чином можливi значення λ будуть нулями функцiї 4(λ). Але нулi регулярної функцiї утворюють не бiльше нiж
значну множину, яка має точкою скупчення тiльки λ = ∞.

Таким чином - спектр дискретний.
4. Власнi значення регулярної задачi Штурма - Лiувiлля простi , тобто кожному λ вiдповiдають тiльки одна власна

функцiя.
Нехай знайдемо фундаментальну систему для рiвняння Штурма -Лiувiлля -y1, y2, тодi з крайових умов

{
αy1(a, λ) + βy′1(α, λ) = 0
αy2(a, λ) + βy′2(α, λ) = 0

Для нетривiального розв’язку цiєї системи вiдносно α i β маємо
∣∣∣∣
αy1(a, λ) βy′1(α, λ)
αy2(a, λ) βy′2(α, λ)

∣∣∣∣ = 0

А це визначник Вронського i його рiвнiсть нулю говорить про лiнiйну залежнiсть.
Зауваження: Усi властивостi задачi з умовами периодичностi, крiм цiєї спiвпадають з властивостями регулярної

задачi.
Для задачi з умовами перiодичностi

y1(a) = y1(b), y′1(a) = y′1(b)

C1y1(a, λ) + C2y2(a, λ) = C1y1(b, λ) + C2y2(b, λ)

C1(y1(a)− y1(b)) + C2(y2(a)− y2(b)) = 0

C1 · 0 + C2 · 0 = 0 , що виконуються для будь-яких C1 i C2.
5. Якщо крайовi умови задачi Штурма-Лiувiлля задовольняють умовi

k(x)y(x)y′(x)
∣∣x=b

x=a
≤ 0,

то усi власнi значення є невiд’ємними
Для I i II крайових задач ця умова справджується.
Перевiримо, чи справджується вона для IV крайової задачi

y′(a)− h1y(a) = 0, y′(b) + h2y(b) = 0

k(x)yy′
∣∣b
a
= −k(b)y(b)h2y(b)− k(a)y(a)h1y(a) ≤ 0

так як k > 0, h > 0, y2 > 0.

Lyn + λnρyn = 0
∫ b

a

yn(ky
′
n)

′dx+ λn

∫ b

a

ρy2ndx−
∫ b

a

qy2ndx = ky′nyn
∣∣b
a
−

∫ b

a

k(y′2n )dx−
∫ b

a

qy2ndx+ λny
2
ndx = 0

⇒ λn ≥ 0
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Для того, щоб λn = 0 необхiдно: q = 0, ky′nyn
∣∣b
a
= 0, y′n = 0

Тобто λ = 0 може бути тiльки для II крайової умови.
6. Так як опрератор L1 ермiтiв , а λ ≥ 0, то цей оператор Штурма-Лiувiлля є додатним i можна задачц про власнi

функцiї i власнi значення звести до варiацiйної задачi.
Задача Штурма-Лiувiлля може бути зведена до варiацiйної задачi про вiдшукання мiнiмуму фун-

кцiонала.

Простiр Лебега з вагою

Ми розглядали задачу про власнi функцiї i власнi значення типу

L1y = λy

а зараз маємо рiвняння Ly + λρy = 0
Для того, щоб i оператор L1 був ермiтiв уводять простiр L2,ρ [a, b] - простiр Лебега з вагою.
Якщо покласти L1 = − 1

ρ
L , де L -ермiтiв оператор, то щоб був ермiтiв , модифiкують скалярний добуток

‖f‖2 =

∫ b

a

ρf2(x)dx, (f, g) =

∫ b

a

ρfgdx

Тобто приходять вiд функцiї f i g до функцiй
√
ρf i

√
sg у просторi L2 [a, b].

Тодi у просторi L2,ρ [a, b] будуть дiйснi функцiї квадратично iнтегровнi на iнтервалi [a, b] з вагою. Про умову орто-
гональностi теж кажуть , що ортогональнiсть з вагою ρ(x) .

Ортогональнiсть

y2(Ly1 + λ1ρy1 = 0)

y1(Ly2 + λ2ρy2 = 0)
∫
(y2Ly1 + y1Ly2)dx = (λ1 − λ2)

∫
ρy1y2dx
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