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1. Комплекснi числа

Ранiш вважали, що для функцiї достатньо, щоб вона мала у всiй областi один, i той

самий, вираз. Але цього замало. Наприклад f(x) =
1

1 + x2
нескiнченно диференцiйовна у

всiх точках числової вiсi.

Але її ряд Тейлора1 f(x) = 1−x2+x4−· · · перестає бути збiжним при |x| ≥ 1. Причину
цьому неможливо зрозумiти, якщо оставатися тiльки в дiйснiй областi. Вихiд в комплексну
область роз‘яснює це явище: на колi |x| = 1 маємо x = ±

√
−1, в яких f(x) = ∞. Внаслiдок

чого ряд i перестає збiгатися.
Чому саме комплекснi числа? Теорема Фробенiуса2 говорить, що це єдина можливiсть

розширення поля дiйсних чисел iз збереженням алгебраїчних властивостей i побудови
аналiзу.

1.1. Система узагальнень

1. При додаваннi двох цiлих додатних чисел отримують цiле додатне число (i ми не
виходимо за межi натурального ряду).

2. Обернена дiя — вiднiмання потребує добавити до натурального ряду нуля i вiд‘ємних
чисел.

3. Дiлення потребує добавлення дробових чисел.

4. Сукупнiсть рацiональних чисел (цiлих, дробових) замкнута вiдносно операцiй (+, -,
*, :), так як ми отримуємо число з тiй же сукупностi. Але операцiя добування кореня
потребує введення ще дiйсних, але не рацiональних (iррацiональних) чисел, таких
як (

√
2). А також числа типу

√
−1.

Але узагальнення повинно проводити таким чином, щоб чотири арифметичнi дiї давали
однозначний результат i для комплексних чисел.

Iншими словами: система комплексних чисел утворює поле.
Комплексним числом називається число виду z = x + iy, де x та y — дiйснi числа,

i — уявна одиниця, яка задовольняє рiвнiсть i2 = −1.
Числа x та y називаються дiйсною та уявною частинами комплексного числа z i по-

значаються x = Re z, y = Im z.
Якщо y = 0, то z = x+ i0 = x — дiйсне, якщо y 6= 0, то z = x+ iy — число комплексне,

при x = 0, то z = iy — число суто уявне.
Таким чином комплексне число зображує два дiйсних числа.
Два комплексних числа z1 = x1+ iy1 i z2 = x2+ iy2 називаються рiвними, якщо x1 = x2,

y1 = y2. Комплексне число дорiвнює нулю тодi i тiльки тодi, коли x = 0 i y = 0.

1Brook Taylor, 1685—1731
2Ferdinand Georg Frobenius, 1849-1917
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1.2. Прямi операцiї

Сумою z1 + z2 двох комплексних чисел z1 = x1+ iy1 та z2 = x2+ iy2 називається компле-
ксне число z1 + z2 = (x1 + x2) + i(y1 + y2).

Добутком z1 · z2 двох комплексних чисел z1 = x1 + iy1 та z2 = x2 + iy2 називається
комплексне число z1 · z2 = (x1 · x2 − y1 · y2) + i(x1 · y2 + x2 · y1).
Для комплексних чисел справедливi закони:

• (z1 + z2) + z3 = z1 + (z2 + z3) — асоцiативний закон додавання;
• z1 + z2 = z2 + z1 — комутативний закон додавання;
• (z1z2)z3 = z1(z2z3) — асоцiативний закон множення;
• z1z2 = z2z1 — комутативний закон множення;
• (z1+z2)z3 = z1z3+z2z3 — дистрибутивний закон множення вiдносно додавання.

Число z̄ = x − iy називається спряженим вiдносно z. Важливiсть z̄ в тому, що
zz̄ = x2 + y2 — дiйсне число.

(z̄) = z, z + z̄ = 2x, z − z̄ = 2iy, Re z =
z + z̄

2
, Im z =

z − z̄

2i
.

Рiзницею z1 − z2 двох комплексних чисел z1 = x1 + iy1 та z2 = x2 + iy2 називається
комплексне число z, що є розв‘язком рiвняння z1 = z+ z2. Такий розв‘язок iснує, вiн
єдиний i дорiвнює числу z = (x1 − x2) + i(y1 − y2).

Часткою
z1
z2

двох комплексних чисел z1 = x1+iy1 та z2 = x2+iy2 називається комплексне

число z, що є розв‘язком рiвняння z1 = zz2. Цей розв‘язок iснує, вiн єдиний i дорiвнює
числу

z =
z1
z2

=
x1 + iy1
x2 + iy2

=
(x1 + iy1)(x2 − iy2)

(x2 + iy2)(x2 − iy2)
=

x1x2 + y1y2
x2
2 + y22

+ i
x2y1 − x1y2
x2
2 + y22

,

при цьому x2
2 + y22 6= 0!

1.3. Геометрична iнтерпретацiя комплексних чисел

Якщо кожному комплексному числу z = x + iy поставити у вiдповiднiсть точку (x, y)

на площинi, то мiж множиною всiх комплексних чисел i множиною точок площини буде
втановлено взаємно однозначну вiдповiднiсть.

Дiйсна i уявна частини числа z будуть компонентами зображувального вектора, прове-
деного з початку координат (0, 0) в точку (x, y). Довжина цього вектора дорiвнює

√

x2 + y2,
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який називається модулем комплексного числа |z| = +
√

x2 + y2 (i береться арифмети-
чне значення), а кут ϕ, на який треба повернути навколо початку додатну частину дiйсної
осi до збiгу з цим вектором, називається аргументом числа z i позначається ϕ = Arg z.

Модуль

|z| =
√
zz̄, |z| = |z̄|. |z1 · z2 · . . . · zn|2 = z1 · z2 · . . . · zn · z̄1 · z̄2 · . . . · z̄n = |z1|2 · |z2|2 · . . . · |zn|2.

Так як |z|2 = x2 + y2, −|z| 6 Re z 6 |z|, −|z| 6 Im z 6 |z|.

Нерiвнiсть трикутника

|z1 + z2|2 = (z1 + z2)(z̄1 + z̄2) = |z1|2 + |z2|2 + 2Re z1z̄2,

|z1 − z2|2 = (z1 − z2)(z̄1 − z̄2) = |z1|2 + |z2|2 − 2Re z1z̄2,

де Re z1z̄2 = z1z̄2 + (z1z̄2) 6 |z1||z2|. Звiдси

|z1 + z2| 6 |z1|+ |z2|, |z1 − z2| > ||z1| − |z2||,
∣
∣
∣
∣
∣

∞∑

k=0

zk

∣
∣
∣
∣
∣
6

∞∑

k=0

|zk|.

|z1 − (−z2)| > |z1| − |z2| ⇒ ||z1| − |z2|| 6 |z1 + z2| 6 |z1|+ |z2|.
З рiвностi |z1 − z2| = |(x1 − x2) + i(y1 − y2)| =

√

(x1 − x2)2 + (y1 − y2)2 робимо висновок:
модуль рiзницi двох комплексних чисел дорiвнює вiдстанi мiж точками, що вiдповiда-

ють цим числам.

У звязку з цим рiвяння кола радiуса r з центром у точцi z0 = x0 + iy0 матиме вигляд
|z − z0| = r.

Аргумент

ϕ = Arg z = arg z + 2πk, k = 0, 1, 2, . . .

Кут вважається додатним, якщо обертання додатної частини дiйсної осi навколо початку
вiдбувається проти годинникової стрiлки, i вiд‘ємним, якщо це обертання вiдбувається за
годинниковою стрiлкою.

Головне значення аргументу: arg z.

x = r cosϕ = |z| cosϕ, y = r sinϕ = |z| sinϕ, arg z = arctg
y

x
,

але головне значення аргументу −π 6 arg z 6 π, в той час як головне значення арктан-
генса −π

2
< arctg

y

x
6

π

2
(рiзна перiодичнiсть!)3. Тому:

Arg z =







arctg
y

x
+ 2πk, для I та IV квадранту;

arctg
y

x
+ π + 2πk, для II та III квадранту.

arg z̄ = −arg z.

3−π

2
< arctg x 6

π

2
Чому? ϕ = π − α, якщо α =

π

2
, то ϕ =

π

2
, а ця точка знаходиться на першому

риманову листi. З цього витiкає, що x = −π

2
вiдноситься до першого риманового листа. В той же час

ϕ = π +
π

2
=

3π

2
, що вiдповiдає куту −π

2
на другому риманову листi. Таким чином,

π

2
входить до

iнтервалу на першому риманову листi,
3π

2
— в iнтервалi на другому i так далi...
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Тригонометрична форма числа

z = |z| · (cosArg z + i sinArg z) .

Тодi

z1z2 = |z1||z2| {(cosϕ1 cosϕ2 − sinϕ1 sinϕ2) + i(sinϕ1 cosϕ2 + sinϕ2 cosϕ1)} =

= |z1||z2|(cos(ϕ1 + ϕ2) + i sin(ϕ1 + ϕ2)).

Arg(z1z2) = arg z1 + arg z2 + 2πk, Arg

(
z1
z2

)

= arg z1 − arg z2 + 2πk.

Якщо z1 = z2 = . . . = z, то отримуємо формулу Муавра4:

zn = |z|n(cosnArg z + i sinnArg z).

Коренем n-ого степеня з комплексного числа z називається комплексне число, яке
є розв‘язком рiвняння ωn = z, тодi ω = n

√
z.

Такий розв‘язок iснує

n
√
z = n

√

|z|
(

cos
arg z + 2πk

n
+ i sin

arg z + 2πk

n

)

, k = 0, 1, 2, . . . , n− 1.

Геометрично цi n значень зображуються вершинами правильного n-кутника, вписаного
в коло радiуса n

√

|z| з центром в початку.

Зауваження! n
√
zn 6= ( n

√
z)n. n

√
zm = zm/n, де m/n — нескоротний дрiб.

4Abraham de Moivre, 1667-1754
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2. Елементарнi функцiї

2.1. Оберненi тригонометричнi та оберненi гiперболiчнi функцiї

Функцiї Arcsin z, Arccos z, Arctg z, Arcctg z визначаються як оберненi до функцiй sin z,
cos z, tg z, ctg z, вiдповiдно. Всi цi функцiї є багатозначними i виражаються через логари-
фмiчну.

sinw = z. Маємо рiвняння z =
eiw − e−iw

2i
⇒ e2iw − 2ieiwz− 1 = 0 ⇒ eiw = iz±

√
−z2 + 1

⇒ Arcsin z = −iLn(iz ±
√
1− z2).

Arccos z = −iLn(z ±
√
z2 − 1),Arctg z = − i

2
Ln

1 + iz

1− iz
,Arcctg z =

i

2
Ln

z − i

z + i
.

Оберненi функцiї, що вiдповiдають головному значенню логарифма, позначаються тими
ж символами з малої лiтери (arcsin z, arccos z, arctg z, arcctg z) i називаються головними

значеннями.
Оберненi гiперболiчнi функцiї Arsh z, Arch z, Arth z i Arcth z називаються ареасi-

нусом, ареакосiнусом, ареатангенсом та ареакотангенсом i знаходяться за формулами:

Arch z = Ln
(

z +
√
z2 − 1

)

, Arsh z = Ln
(

z +
√
z2 + 1

)

,

Arth z =
1

2
Ln

(
1 + z

1− z

)

, Arcth z =
1

2
Ln

(
z + 1

z − 1

)

.

2.2. Iнтерпретацiя комплексних чисел за Рiманом

Стереографiчна проекцiя встановлює вiдповiднiсть мiж точками сфери (сфера Ри-

мана5) з виколотим пiвнiчним полюсом та множиною всiх точок z комплексної площини.

До власних, скiнчених, комплексних чисел C додається тепер невласне (нескiнчене)
комплексне число, яке позначається ∞ i називається нескiнченною або нескiнчено вiд-

даленою точкою. C — розширення комплексної площини C = C ∪ {∞}.
Для нескiнченностi поняття дiйсної, уявної частини i аргументу не вводиться. Не має

тодi визначенностi операцiї z +∞, z ·∞, ∞+∞. Але застосовують цей символ в записах:

(−∞;∞)− дiйсна вiсь, (−i∞; i∞)− уявна вiсь,

(α− i∞;α + i∞)− пряма Re z = α, (βi−∞; βi+∞)− пряма Im z = β.

5Georg-Friedrich-Bernhard Riemann, 1826-1866
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2.3. Однозначнi вiтки багатозначних функцiй. Рiманова поверхня

Функцiї n
√
z i Ln z є багатозначними. Але їх можна представити як сукупнiсть одно-

значних функцiй. Для цього треба знайти точки розгалудження.
Якщо пiсля повного обходу кола з центром в якiйсь точцi ми прийдемо до вихiдно-

го положення в якому функцiя прийме iнше значення, то ця точка буде iзольованою

точкою розгалудження.
Для логарифму точками розгалудження будуть 0 i ∞ (нескiнченнiсть теж, бо повний

обхiд цiєї точки буде еквiвалентний обходу початку по колу великого радiусу). Ln z =

ln |z|+ i(arg z + 2πk) (γ1). Пiсля повного обходу Ln z = ln |z|+ i(arg z + 2π + 2πk) (γ2).
Теж саме маємо i для корня. Якщо провести розрiз мiж 0 i ∞ мi прийдемо до одно-

значної функцiї (однiєї вiтки кореня або логарифму). Пiсля повного обходу ми просто не
повернемося у вихiдне положення (ми натикаємося на берег розрiзу).

Для кореня:

w1 =
√

|z|
(

cos
arg z

2
+ i sin

arg z

2

)

w2 =
√

|z|
(

cos
(arg z

2
+ π
)

+ i sin
(arg z

2
+ π
))

.

Тобто w2 = −w1, Пiсля повного обходу точки z = 0 ми переходимо на другий листок,
зробили повний оберт i повернулися на перший6.

А у логарифма нескiнченна кiлькiсть вiток. Кожну вiтку беруть на новому листку. Цi
листки складають риманову поверхню. Iнодi простiше працювати не з нескiнченною
кiлькiстю листкiв, а з поверхнею, яка утворена їх склеюванням. Верхнiй берег нижнього
листка склеюють з нижнiм берегом попереднього листка.

Точки розгалудження бувають кореневого i логарифмiчного типiв (для логарифма i
кореня багатозначнiсть має рiзний характер):

• для логарифму пiсля обходу початку маємо (адитивний характер):

Ln z = ln |z|+ i arg z (k = 0) ⇒ ln |z|+ i arg z + i(2π) (k = 1) ⇒ Ln z + 2πi;

• для кореня n
√
z, z = eiϕ (мультиплiкативний характер):

n
√
z = eiϕ/n ⇒ ei(ϕ+2π)/n = eiϕ/n · e2πi/n = n

√
z · e2πi/n.

6Для
√
z2 риманова поверхня взагалi розпадається на 2 рiзних листа z i −z.
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3. Границя функцiї

Число A називається границею функцiї7 в точцi z0, якщо для довiльного числа ε > 0

можна вказати число δ > 0 таке, що для всiх точок z ∈ E (z 6= z0), що мiстяться в δ-околi
точки z0 i вiдмiннi вiд z0, точки ω = f(z) потрапляють у ε-окiл точки A:

∀ε > 0 ∃δ(ε) > 0 : ∀z 6= z0 |z − z0| < δ ⇒ |f(z)− A| < ε.

Вiдзнака вiд дiйсного аналiзу — iснування границi при будь-якому пiдходi до z0!
Зауваження: iснування границi при довiльному напрямку пiдходу щн не гарантує

iснування границi! (f(z) =
1

2i

(z

z̄
− z̄

z

)

. При z → 0 здовж якогось променя fϕ(z) =

lim
z→0

1

2i

(
reiϕ

re−iϕ
− re−iϕ

reiϕ

)

= sin 2ϕ. Цi границi заповнюють вiдрiзок [−1, 1], але загальної

границi не iснує.)

3.1. Неперервнiсть функцiї

Якщо точка z = a є точкою, в якiй iснує границя функцiї, яка дорiвнює f(a), то фун-
кцiя в цiй точцi неперервна. Функцiя неперервна на множинi, якщо вона неперервна
в кожнiй точцi цiєї множини. Функцiя рiвномiрно8 неперервна на множинi, якщо
виконується умова

∀ε > 0 ∃δ > 0 ∀z′ ∈ E ∀z′′ ∈ E |z′ − z′′| < δ ⇒ |f(z′)− f(z′′)| < ε.

Теорема 3..1 Неперервнiсть функцiї f(z) комплексної змiнної в точцi z = x + iy еквi-

валентна неперервностi її компонент: двох дiйсних функцiй U(x, y) = Re f(z) i V (x, y) =

Im f(z) вiд двох дiйсних змiнних.

Цим обгрунтовується положення про те, що найпростiшi властивостi границь функцiй
дiйсної змiнної поширюються на функцiї комплексної змiнної.

3.2. Диференцiйовнiсть функцiї

Функцiя називається диференцiйовною (моногенною) в точцi z, якщо при прагнен-
нi до нуля 4z → 0 (вздовж будь-якого шляху) iснує скiнченна границя

lim
4z→0

f(z +4z)− f(z)

4z
= A = f ′(z),

7Граничне наближення f(x) → A значення функцiї до певної границi — це поступове попадання значе-
ння f(x) до як завгодно малого околу точки a. Проколотiсть околу (z = z0) при z → z0 iстотна, оскiльки

f(x) може бути невизначеною в точцi z0, наприклад
1

z
при z → 0.

8Звичайна неперервнiсть означає, що ∀x0 ∈ X, ∀ε > 0, ∃δ = δ(x0, ε): ∀x ∈ X, |x − x0| < δ ⇒ |f(x) −
f(x0)| < ε. Рiвномiрна неперервнiсть вiдрiзняється тим, що δ може вибрати незалежним вiд x0, тобто
однiєю i тiєю ж в будь-якiй частинi множини X.
1

x
не є неперервною на [0; 1]. Нехай x1 =

1

n
, x2 =

1

n+ 1
, тодi

∣
∣
∣
∣

1

x1
− 1

x2

∣
∣
∣
∣
= 1, в той час як величина

|x1 − x2| =
∣
∣
∣
∣

1

n(n+ 1)

∣
∣
∣
∣

може бути як завгодно малою при вiдповiдних n.
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яка називається похiдною. З означення границi:

∣
∣
∣
∣

4f

4z
− A

∣
∣
∣
∣
< ε ⇒ 4f = f ′4z + ε4z

(ε → 0 при 4z → 0). ε4z = o(4z) ⇒ ε4z

4z
→ 0. Це є необхiдною i достатньою умовою

диференцiйовностi. Звiдси випливає, що функцiя диференцiйовна в точцi, є неперервною
у цiй точцi.

Теорема 3..2 Для того, щоб функцiя f(z) = U(x, y) + iV (x, y), була диференцiйовною в

точцi z = x+ iy, необхiдно i достатньо9, щоб

1. функцiї U i V були диференцiйовними як функцiї двох дiйсних змiнних;

2. виконувалися в точцi (x, y) умови Кошi10-Рiмана (Даламбера11-Ейлера)

∂U

∂x
=

∂V

∂y
,

∂U

∂y
= −∂V

∂x
.

Доведення.

Необхiднiсть. Нехай точка наближається вздовж дiйсної i уявної осi:
4z = 4x:

f ′(z) = lim
4z→0

(
U(x+4x, y)− U(x, y)

4x
+ i

V (x+4x, y)− V (x, y)

4x

)

=
∂U

∂x
+ i

∂V

∂x
.

4z = 4y:

f ′(z) = lim
4z→0

(
U(x, y +4y)− U(x, y)

i4y
+ i

V (x, y +4y)− V (x, y)

i4y

)

= −i
∂U

∂y
+

∂V

∂y
.

∂U

∂x
+ i

∂V

∂x
= −i

∂U

∂y
+

∂V

∂y
⇒ ∂U

∂x
=

∂V

∂y
,
∂U

∂y
= −∂V

∂x
.

Достатнiсть. За означенням диференцiйовностi функцiй U i V , застосовуючи умови
Кошi-Рiмана:

4U =
∂U

∂x
4x+

∂U

∂y
4y + ε14x+ ε24y

4V =
∂V

∂x
4x+

∂V

∂y
4y + ε34x+ ε44y







⇒ 4U + i4V.

4f = 4U + i4V =
∂U

∂x
(4x+ i4y) + i

∂V

∂x
(4x+ i4y) + · · · =

=

(
∂U

∂x
+ i

∂V

∂x

)

︸ ︷︷ ︸

f ′(z0)

4z + ε4z,

ε4z = ε14x+ ε24y + iε34x+ iε44y = (ε1 + iε3)4x+ (ε2 + iε4)4y,

|4x| 6 |4z|.
9Необхiднi i достатнi умови — умови справедливостi твердження A, без виконання яких тверждення A

заздалегiдь не може бути вiрним («тодi i тiльки тодi»). Достатнi умови роблять якомога бiльш ширшими,
щоб охопити бiльшу кiлькiсть випадкiв, а необхiднi — якомога вузьшими, щоб охопити меньше зайвих
випадкiв. Таким чином, достатнi умови поступово наближаються до необхiдних.

10Augustin Louis Cauchy, 1789-1857
11Jean Le Rond d’Alembert, 1717-1783
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Рiзнi форми диференцiалу.

f ′(z) =
∂U

∂x
+ i

∂V

∂x
=

∂V

∂y
− i

∂U

∂y
=

∂U

∂x
− i

∂U

∂y
=

∂V

∂y
+ i

∂V

∂x
.

df =
∂f

∂x
dx+

∂f

∂y
dy, df =

∂f

∂z
dz +

∂f

∂z̄
dz̄, dx =

1

2
(dz + dz̄), dy =

1

2i
(dz − dz̄).

︸ ︷︷ ︸

⇓

∂f

∂z
=

1

2

(
∂f

∂x
− i

∂f

∂y

)

=
1

2

(
∂U

∂x
+

∂V

∂y

)

+
i

2

(
∂V

∂x
− ∂U

∂y

)

,

∂f

∂z̄
=

1

2

(
∂f

∂x
+ i

∂f

∂y

)

=
1

2

(
∂U

∂x
− ∂V

∂y

)

+
i

2

(
∂V

∂x
+

∂U

∂y

)

.

∂f

∂z̄
= 0 ⇒ df =

∂f

∂z
dz.

Бiльша обмеженiсть умов диференцiйовностi. Якщо в дiйсному аналiзi важно зна-
йти приклади функцiй нiде не диференцiйовних, то для комплексного аналiзу — це зви-
чайнi функцiї, наприклад,

f(z) = x+ 2iy
∂U

∂x
= 1,

∂V

∂y
= 2

∂U

∂x
6= ∂V

∂y
.

f(z) = |z|2 = z · z̄ ∂f

∂z̄
= z ⇒ диференцiйовнiсть тiльки при z = 0.

Зауваження: дiйсна та уявна частини моногенної функцiї не є незалежними! Якщо
вiдома дiйсна частина, то можна вiдновити уявну i навпаки.

З умови Кошi-Рiмана

∂

∂x

(
∂U

∂x
=

∂V

∂y

)

± ∂

∂y

(
∂U

∂y
= −∂V

∂x

)

⇒ ∂2U

∂x2
+

∂2U

∂y2
= 0,

∂2V

∂x2
+

∂2V

∂y2
= 0.

Таким чином уявна i дiйсна частини пiдкоряються рiвнянню Лапласа12, розв‘язком яко-
го є гармонiчнi функцiї. Якщо функцiї U(x, y) i V (x, y) гармонiчнi функцiї i зв‘язанi
умовами Кошi-Рiмана, то кажуть, що вони є спряженими гармонiчними функцiями.

Теорема 3..3 Для будь-якої функцiї U(x, y), гармонiчної в однозв‘язнiй областi D ∈ C,

iснує спряжена їй функцiй V (x, y), яка визначається з точнiстю до довiльного сталого

доданку13.

12Pierre-Simon Laplace, 1749-1827
13Але на практицi роблять простiше. Наприклад, вiдновити аналiтичну функцiю f(z) за вiдомою її

уявною частиною V (x, y) = ex sin y + 2xy + 3y.

∂V

∂x
= −∂U

∂y
⇒ U = −

∫

(ex sin y + 2y)dy + C(x) = ex cos y − y2 + C(x).

∂U

∂x
=

∂V

∂y
⇒ ex cos y + C ′(x) = ex cos y + 2x+ 3 ⇒ C(x) = x2 + 3x+ C.

f(z) = ex cos y − y2 + x2 − 3x+ iex sin y + 2ixy + i3y + C =

= ex(cos y + i sin y) + (x+ iy)2 + 3(x+ iy) + C = ez + z2 + 3z + C.
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Доведення. Нехай U(x, y) — гармонiчна функцiя, тодi вона задовольняє рiвнянню Лапласа
∂

∂y

(

−∂U

∂y

)

=
∂

∂x

(
∂U

∂x

)

, а тодi

(

−∂U

∂y

)

dx +

(
∂U

∂x
dy

)

є повним диференцiалом функцiї

V (x, y), яка визначається

V (x, y) =

∫

−∂U

∂y
dx+

∂U

∂x
dy + C.

3.3. Геометричний змiст похiдної

Нехай f(z) — диференцiйовна в деякому околi точки z0 i f ′(z0) 6= 0. Розглянемо до-
вiльну гладку криву.

Проведемо сiчну через точки z i z0. За означенням похiдної

f ′(z0) = lim
4z→0

4w

4z
= lim

4z→0







∣
∣
∣
∣

4w

4z

∣
∣
∣
∣
e

(

i arg
4w

4z

)





.

Позначимо через θ кут мiж доточною i додатнiм напрямком дiйсної осi в точцi z0. Тодi

arg f ′(z0) = arg

(

lim
4z→0

4w

4z

)

= lim
4z→0

arg
4w

4z
= lim

4z→0
arg4w − lim

4z→0
arg4z = θ′ − θ.

Таким чином — це кут повороту кривої в точцi z0 при вiдображеннi w = f(z). Кут повороту
на залежить вiд вибору кривої, а залежить лише вiд точки z0.

Всi кривi, якi походять через точку z0 повертаються на один i той же кут не лише за
величиною, а й за напрямком. Маємо консерватизм кутiв (збереження кутiв).

Геометрично: |4w| — довжина вектора 4w. Тому k = |f ′(z0)| = lim
4z→0

∣
∣
∣
∣

4w

4z

∣
∣
∣
∣

— ко-

ефiцiєнт лiнiйного розтягу, вiн вказує наскiльки вiдстань мiж точками змiнюється при
вiдображеннi. Вiн не залежить вiд вибору кривої. |4w| = k|4z| — вказує, що коло при
вiдображеннi переходить в коло (нескiнченно малого радiусу).

Вiдображення, яке задається диференцiйовною функцiєю, (f ′ 6= 0) характеризується
консерватизмом кутiв i незалежнiстю коефiцiєнта лiнiйного розтягу вiд напрямку, нази-
вається конформним14 («конформiс» — подiбний).

14f(z) = z2, z0 = 0, f ′ = 2z = 0. Нехай будуть два променi arg z = α i arg z = β з точки z = 0. Їх
вiдображення argw = 2α i argw = 2β. Початковi променi утворюють кут β − α, а їх вiдображення — кут
2(β − α). Звiдси, вiдображення не буде конформним в точцi z = 0.

Конформне вiдображення задається як неперервне i взаємнооднозначне вiдображення, яке:

13



4. Кривi та областi

Нехай на вiдрiзку α 6 t 6 β задана неперервна комплексно-значна функцiя σ(t) =

x(t) + iy(t). Тодi кажуть, що задана неперервна крива γ з її параметричним рiвнянням
σ(t).

Крива є впорядкована за зростанням параметра орiєнтована множина точок компле-
ксної площини.

Крива з протилежною орiєнтацiєю позначається γ−1.
Якщо початок кривої збiгається з її кiнцем, то крива замкнена.
Неперервна крива, яка не має точок самоперетину, називається простою (жордановою)

кривою.
Крива називається гладкою, якщо σ(t) = x(t) + iy(t) i x(t) та y(t) мають неперевнi

похiднi; кусково-гладкою, коли її можна розбити на скiнчене число гладких дуг. Гладка
крива має у кожнiй своїй точцi дотичну, причому нахил дотичної змiнюється неперервно.
Кусково-гладка крива може i не мати дотичних у скiнченiй кiлькостi своїх точок, але у
кожнiй з них iснує лiва i права дотичнi.

На замкненiй жордановiй кривiй додатнiй напрям визначається так: якщо при русi
вздовж кривої Γ внутрiшня частина залишається злiва.

Крива називається спряммованою, якщо множина сум довжин усiх ламаних, включе-
них в криу, обмежена, а точна верхня межа цiєї множини називається довжиною кривої.

Множина називається областю, якщо вона

вiдкрита — для кожної точки множини iснує окiл, який належить цiй же множинi;

зв‘язна — будь якi двi точки можна з‘єднати кривою.

Область D називається однозв‘язною, якщо будь-яку замкнену криву можна непе-
рервно деформуваити в точку (якщо внутрiшнiсть довiльного кусково-гладкого контура
Жордана15, який цiлком лежить у D, належить D). В противному разi область — бага-

тозв‘язна.
Межi областi складаються зi скiнченого числа кусково-гладких кривих та iзольова-

них точок.
Межовi кривi орiєнтованi так, що при русi уздовж межової кривої в напрямку цiєї

орiєнтацiї область D залишається злiва.

1. перетворює нескiнченно малi кола в кола з точнiстю до малих бiльш великих порядкiв;

2. зберiгає кути мiж кривими в точках їх прикладення.

Таким чином, щоб f(z) реалiзувала конформне вiдображення необхiдно i достатньо, щоб вона була одно-
листною, аналiтичною i мала вiдмiнну вiд нуля першу похiдну.

15Marie Ennemond Camille Jordan, 1838-1922
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5. Iнтеграл по комплекснiй змiннiй

Нехай на спряммованiй кривiй γ : z = σ(t), α 6 t 6 β означена функцiя f(z). Роз-
глянемо розбиття кривої γ на дуги. На кожнiй дузi γk довiльно виберемо точку ξk ∈ γk i
визначимо iнтегральну суму

Sn =
n∑

k=1

f(ξk)(zk − zk−1).

Якщо при 4l → 0 (4l — максимальна довжина дуги) iснує скiнчена границя iнтегральних
сум Sn → I, яка не залежить вiд вибору точок zk, ξk, то ця границя називається iнтегралом
вiд функцiї f(z) по кривiй γ

∫

γ

f(z)dz = I = lim
4l→0

n∑

k=1

f(ξk)(zk − zk−1).

Теорема 5..1 (достатня умова iснування iнтеграла) Якщо функцiя f(z) означена

i неперервна на кривiй γ, то вона iнтегрована вздовж цiєї кривої.

Доведення. f(z) = U(x, y) + iV (x, y), 4zk = 4xk + i4yk.

n∑

k=1

f(ξk)(zk − zk−1) =
n∑

k=1

(U(ξk, ηk)4xk − V (ξk, ηk)4yk)+

+i
n∑

k=1

(V (ξk, ηk)4xk − U(ξk, ηk)4yk) .

Так як функцiї U(x, y), V (x, y) — неперервнi, iснують скiнченi границi (теорема Вейєр-
штрасса), тодi переходячи до границi

∫

γ

f(z)dz =

∫

γ

Udx− V dy + i

∫

γ

V dx+ Udy.

Таким чином iнтеграл виражається через два дiйсних криволiнiйних iнтеграла другого
роду.

5.1. Iнтегрування по гладкiй кривiй

Якщо крива задана параметричним рiвнянням γ: z = σ(t) = ξ(t) + iη(t), α 6 t 6 β, то
dx = ξ′(t)dt, dy = η′(t)dt i маємо (зведення до означеного iнтегралу)

∫

γ

f(z)dz =

β∫

α

(Uξ′ − V η′) dt+ i

β∫

α

(V ξ′ + Uη′) dt =

=

β∫

α

(U + iV ) (ξ′ + iη′) dt =

β∫

α

f(σ(t))σ′(t)dt.
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Приклад
∫

γ

Im zdz, γ:
x2

a2
+

y2

b2
= 1.

{
x = a cos t,

y = b sin t;
z = x+ iy = a cos t+ ib sin t, 0 6 t 6 π.

∫

γ

Im zdz =

π∫

0

{Im(a cos t+ ib sin t)} (a cos t+ ib sin t)′dt =

=

π∫

0

b sin t(−a sin t+ ib cos t)dt = −ab

π∫

0

1− cos 2t

2
dt+ ib2

π∫

0

sin t cos tdt = −πab

2
.

5.2. Найпростiшi властивостi iнтеграла

1. Лiнiйнiсть iнтеграла: якщо функцiя f(z) i g(z) iнтегровнi вздовж кривої γ, то
∫

γ

(af(z) + bg(z))dz = a

∫

γ

f(z)dz + b

∫

γ

g(z)dz

2.
∫

γ

f(z)dz = −
∫

γ−1

f(z)dz.

3.
∫

γ=γ1+γ2+···γn

f(z)dz =

∫

γ1

f(z)dz +

∫

γ2

f(z)dz + · · ·+
∫

γn

f(z)dz.

4. Теорема 5..2 (оцiнка iнтегралiв) Нехай функцiя f(z) неперевна на кривiй γ. То-

дi має мiсце оцiнка

∣
∣
∣
∣
∣
∣

∫

γ

f(z)dz

∣
∣
∣
∣
∣
∣

6

∫

γ

|f(z)||dz|.

|dz| =
√

dx2 + dy2 = ds — елемент дуги кривої. З вказаної оцiнки випливає простiша,

але меньш точна оцiнка

∣
∣
∣
∣
∣
∣

∫

γ

f(z)dz

∣
∣
∣
∣
∣
∣

6 M · l(γ), де M = max
γ

|f(z)|, l(γ) — довжина

кривої.

Доведення. Дiйсно, з нерiвностi трикутника маємо
∣
∣
∣
∣
∣

∑

k

f(ξk)(zk − zk−1)

∣
∣
∣
∣
∣
6
∑

k

|f(ξk)| |zk − zk−1| .

Переходячи до границi, маємо
∫

γ

|f(z)||dz|. Якщо винести max
γ

|f(z)| прийдемо до

другої оцiнки.

5. Теорема 5..3 (почленне iнтегрування рядiв) Якщо ряд F (z) =
∞∑

k=0

fk(z) непе-

рервних на кривiй γ функцiй fk(z) рiвномiрно збiгається на нiй, то його можна

iнтегрувати почленно вздовж даної кривої

∫

γ

F (z)dz =
∞∑

k=0

∫

γ

fk(z)dz.
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Доведення. За умовою рiвномiрної збiжностi

∀ε > 0, ∃n0 ∈ N : ∀z ∈ γ ∀n > n0 ⇒
∣
∣
∣
∣
∣
f(z)−

n∑

k=1

fk(z)

∣
∣
∣
∣
∣
<

ε

l
,

l = |γ| — довжина кривої. Отже
∣
∣
∣
∣
∣
∣

∫

γ

f(z)dz −
n∑

k=1

∫

γ

fk(z)dz

∣
∣
∣
∣
∣
∣

=

∣
∣
∣
∣
∣
∣

∫

γ

f(z)dz −
∫

γ

n∑

k=1

fk(z)dz

∣
∣
∣
∣
∣
∣

=

=

∣
∣
∣
∣
∣
∣

∫

γ

(

f(z)dz −
n∑

k=1

fk(z)

)

dz

∣
∣
∣
∣
∣
∣

6

∫

γ

∣
∣
∣
∣
∣
f(z)dz −

n∑

k=1

fk(z)

∣
∣
∣
∣
∣
|dz| < ε

l
· l = ε.

Таким чином,
∞∑

k=1

∫

γ

fk(z)dz = lim
n→∞

n∑

k=1

∫

γ

fk(z)dz =

∫

γ

f(z)dz.

6. Теорема 5..4 (граничний перехiд пiд знаком iнтеграла) Попередню теорему

можна переформулювати: нехай функцiї f(z, ω) i ϕ(z) iнтегровнi вздовж кривої γ

i нехай при умовi ω → ω0 прямування функцiй f(z, ω) до границi ϕ(z) є рiвномiрним

вздовж z ∈ γ:

f(z, ω)
γ→ ϕ(z) (ω → ω0, ω ∈ G).

Тодi можливий граничний перехiд пiд знаком iнтеграла, тобто

lim
ω→ω0

∫

γ

f(z, ω)dz =

∫

γ

lim
ω→ω0

f(z, ω)dz =

∫

γ

ϕ(z)dz.

Доведення. Нехай ε > 0, l = |γ|. За умовою f(z, ω)
γ→ ϕ(z) (ω → ω0, ω ∈ G). Згiдно з

означенням рiвномiрного прямування до границi

∀ε > 0, ∃δ > 0, ∀ω ∈ G, ∀z ∈ γ : 0 < |ω − ω0| < δ ⇒ |f(z, ω)− ϕ(z)| < ε

l
.

Тому ∣
∣
∣
∣
∣
∣

∫

γ

f(z, ω)dz −
∫

γ

ϕ(z)dz

∣
∣
∣
∣
∣
∣

6

∫

γ

|f(z, ω)− ϕ(z)| |dz| < ε

l
· l = ε,

що з урахуванням довiльного вибору ε > 0 i закiнчує доведення.

5.3. Iнтегральна теорема Кошi

Одна з основних теорем теорiї аналiтичних функцiй16.

16Огюстен Луi Кошi (1789-1857). Закiнчив Полiтехнiчну школу i Школу мостiв та дорiг в Парижi. Був
iнженером шляхiв сполучень. Iз 833 робiт бiльше половини присвячено математичному аналiзу, з них —
70 — ТФКЗ.
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Теорема 5..5 Нехай функцiя f(z) = U(x, y) + iV (x, y) диференцiйовна в однозв‘язнiй

обмеженiй областi D ⊂ C i її похiдна неперервна в цiй областi. Тодi iнтеграл вiд f(z)

по будь якiй замкненiй спряммованiй кривiй γ, яка лежить в областi D, дорiвнює нулю
∮

γ

f(z)dz = 0.

Доведення. Згiдно з властивiстю iнтеграла
∫

γ

f(z)dz =

∫

U(x, y)dx− V (x, y)dy + i

∫

V (x, y)dx+ U(x, y)dy.

Оскiльки f(z) має неперервну похiдну в областi D, то частиннi похiднi першого порядку
функцiй U(x, y) i V (x, y) є неперервними в областi D, в якiй виконуються умови Кошi–
Рiмана. Тому ∮

γ

Udx− V dy =

∮

γ

V dx+ Udy = 0.

Щоб
∮

= 0 необхiдно отримати повний диференцiал пiд iнтегралом 0 =

∮

dϕ =

∮
∂ϕ

∂x
dx+

∂ϕ

∂y
dy, але







∂ϕ

∂x
= U,

∂ϕ

∂y
= −V,

⇒ ∂U

∂y
= −∂V

∂x
, тому необхiдна неперервнiсть в кожнiй

точцi областi, щоб iнтеграл не залежав вiд шляху.
Вiдома з математичного аналiзу формула Грiна (криволiнiйний iнтеграл другого ро-

ду): якщо функцiї P (x, y) i Q(x, y) непервнi в замкненiй областi, а їх частиннi похiднi
неперервнi, то має мiсце рiвнiсть

∫

γ

Pdx+Qdy =

∫ ∫ (
∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)

dxdy.

Теорема 5..6 (узагальнена теорема Кошi) Нехай D обмежена однозв‘язна область

з кусково гладкою межею Γ = ∂D. Тодi, якщо функцiя f(z) диференцiйовна в областi D

i неперервна аж до межi17 ∂D, то
∫

∂D

f(z)dz = 0.

Зауваження. Важливим для теореми Кошi єналежнiсть областi D площинi C (обмежена
однозв‘язна область).

Приклад
∮

C

dz

z − 2
=

∮

Cε

dz

z − 2
. На колi Cε: z − 2 = εeiϕ, z = 2 + εeiϕ, dz = iεeiϕdϕ,

∮

Cε

dz

z − 2
=

2π∫

0

iεeiϕdϕ

εeiϕ
= 2πi ⇒

∮

C

dz

z − 2
= 2πi

по будь якому контуру, що охоплює точку z = 2.
17Це для випадкiв, коли функцiя диференцiйовна в областi, а на межi цiєї областi вона неперервна, але

може мати стрибки похiдної.
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5.4. Узагальнення iнтегральної теореми Кошi на випадок багатозв‘язних обла-

стей

Теорема 5..7 Нехай межа ∂D обмеженої багатозв‘язної областi D складається iз за-

мкненої кусково гладкої спряммованої кривої Γ0 i замкнених кусково гладких кривих Γ1,

Γ2 . . . Γn, якi лежать у внутрiшностi кривої Γ0 i попарно не перетинаються. Тодi, якщо

функцiя f(z) диференцiйовна в областi D i неперервна аж до межi ∂D, то

∮

∂D

f(z)dz = 0,

або що теж саме
∮

Γ0

f(z)dz =
n∑

k=1

∮

Γk

f(z)dz,

де кривi Γk i Γ0 однаково орiєнтованi.

Доведення.
∮

Γ0

f(z)dz −
∮

Γ1

f(z)dz −
∮

Γ2

f(z)dz = 0 ⇒
∮

Γ0

=
n∑

k=1

∮

Γk

.

5.5. Iнтеграл типу Кошi

Якщо функцiя f(z) неперервна вздовж кривої Γ (не обов‘язково замкненої) i точка

z /∈ Γ, то кажуть, що функцiя F (z) =
1

2πi

∫

Γ

f(ξ)

ξ − z
dξ є iнтегралом типу Кошi.

Теорема 5..8 У кожнiй однозв‘язнiй областi D, яка не мiстить точок кривої Γ, iнте-

грал типу Кошi F (z) є диференцiйовною функцiєю, причому для кожного натурального

числа k ∈ N справедлива рiвнiсть

F (k)(z) =
k!

2πi

∫

Γ

f(ξ)

(ξ − z)k+1
dξ.
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Доведення. Зафiксуємо z ∈ D. Покладемо вiдстань вiд z до Γ рiвною 2ρ.
Очевидно, що ρ > 0. Нехай 0 < |4z| < ρ, тодi (z +4z) /∈ Γ i для ξ ∈ Γ

маємо |ξ − z| > ρ, |ξ − z −4z| > ρ. Беремо до уваги, що

F (z +4z)− F (z)

4z
=

1

2πi

4z

4z

∫
f(ξ)dξ

(ξ − z)(ξ − z −4z)

маємо,

∣
∣
∣
∣

F (z +4z)− F (z)

4z
− 1

2πi

∫
f(ξ)dξ

(ξ − z)2

∣
∣
∣
∣

=
1

2π

∣
∣
∣
∣
∣
∣

∫

Γ

4zf(ξ)

(ξ − z)2(ξ − z −4z)dξ

∣
∣
∣
∣
∣
∣

<

<
1

2π

|4z|
ρ3

max|f(ξ)|
︸ ︷︷ ︸

ξ∈Γ

·L,

де L — довжина кривої. Так як 4z → 0, то границя iснує

lim
4z→0

F (z +4z)− F (z)

4z
= F ′(z).

Таким чином, F (z) диференцiйовна18 в точцi z, причому

F ′(z) =
1

2πi

∫

Γ

f(ξ)

(ξ − z)2
dξ.

Твердження для k > 2 доводиться методом математичної iндукцiї.
Наслiдок. Функцiя f(z), диференцiйовна в областi D має похiдну будь-якого порядку

в кожнiй точцi цiєї областi, тобто f(z) є нескiнченно диференцiйовною в областi D.

Умови регулярностi функцiї.

1. Достатньою умовою регулярностi є диференцiйовнiсть f(z) в областi D.

2. Теорема 5..9 (теорема Морери19) Якщо функцiя f(z) неперервна в областi D, а

її iнтеграл вздовж будь–якого простого замкненого контуру, яки належить обла-

стi D, дорiвнює нулю, то f(z) — регулярна в областi D.

За умовами теореми iснує первiсна функцiя для f(z): F (z), F ′(z) = f(z). Але як
диференцiйовна функцiя, вона нескiнченно диференцiйовна, тому iснує F ′′ = f ′(z).

3. Справедливе представлення у виглядi iнтегралу Кошi.

4. Теорема 5..10 (перша теорема Вейерштрасса20) Якщо функцiї fn(z) регуляр-

нi в областi D i ряд f(z) =
∞∑

n=0

fn(z) є рiвномiрно збiжним, то функцiя f(z) —

регулярна в областi D.

Доведення. Функцiональний ряд, який рiвномiрно збiгається, можна iнтегрувати по-
членно. Тому, записуючи iнтегральну теорему Кошi, прийдемо до регулярностi.

18Формально — диференцiйовна за параметром!
19Giacinto Morera, 1956-1909
20Karl Theodor Wilhelm Weierstraß, 1815-1897
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Властивостi регулярних функцiй.

1. Сума, рiзниця, добуток, частка i суперпозицiя регулярних функцiй — регулярнi фун-
кцiї.

2. Нескiнченна диференцiйовнiсть.

3. Iнтегральна теорема Кошi.

4. Iнтегральна формула Кошi.

5.6. Iнтегральна формула Кошi

Випливає з теореми Кошi i є однiєю з найважливiших формул ТФКЗ.

Теорема 5..11 Нехай функцiя f(z) — диференцiйовна в однозв‘язнiй областi D, а γ —

замкнена Жорданова спряммована крива, яка мiститься разом зi своєю внутрiшнiстю

G в областi D. Тодi для довiльної точки z ∈ G справедлива формула

f(z) =
1

2πi

∮

γ

f(ξ)

ξ − z
dξ.

Доведення. Функцiя
f(ξ)

ξ − z
диференцiйовна вiдносно ξ в областi

D з виколотою точкою z. Виберемо ρ > 0 так, щоб круг |ξ−z| <
ρ разом зi своєю межею Cρ : |ξ − z| = ρ належав G. Тодi з
теореми Кошi для багатозв‘язних областей дiстанемо

1

2πi

∮

γ

f(ξ)

ξ − z
dξ =

1

2πi

∮

Cρ

f(ξ)

ξ − z
dξ.

Але iнтеграл не залежить вiд радiусу кола ρ. Тому можна взяти границю при ρ → 0:

lim
ρ→0

1

2πi

∮

Cρ

f(ξ)

ξ − z
dξ = lim

ρ→0

1

2πi

2π∫

0

f(z + ρeiϕ)

ρeiϕ
ρeiϕidϕ = f(z).

5.7. Iнтеграл i первiсна комплексної функцiї

Нехай функцiя f(z) означена в областi D, а F (z) диференцiйовна в цiй областi. Якщо
F ′(z) = f(z) для всiх z ∈ D, то функцiя F (z) називається первiсною функцiєю для

f(z) в областi D.

Теорема 5..12 (теорема iснування первiсної) Якщо функцiя f(z) диференцiйовна в

однозв‘язнiй областi D ⊂ C, то вона має первiсну в цiй областi.

Доведення. Зафiксуємо точку z0 ∈ D i вiзьмемо якусь точку z ∈ D. Тодi iнтеграл
вiд диференцiйовної функцiї не залежить вiд шляху iнтегрування. Дiйсно, згiдно теореми

Кошi
∮

=

z∫

z0γ1

· · · +
z0∫

zγ2

· · · = 0, звiдси

z∫

z0γ1

· · · =
z∫

z0γ2

· · ·. Тому можемо розглядати iнтеграл

21



z∫

z0

f(ξ)dξ = F (z) як функцiю верхньої межi, z ∈ D. Переконаємось, що F (z) є первiсною

для f(z) в D:

F ′(z) =





z∫

z0

f(ξ)dξ





′

= f(z).

Розглянемо вiдношення при малому 4z:

F (z +4z)− F (z)

4z
=

1

4z







z+4z∫

z0

f(ξ)dξ −
z∫

z0

f(ξ)dξ






=

1

4z

z+4z∫

z

f(ξ)dξ.

За iнтегральною торемою Кошi далi вважаємо iнтегрування вздовж вiдрiзку [z, z + 4z]

по прямiй. Покажемо, що

σ =
F (z +4z)− F (z)

4z
− f(z)

4z→0→ 0.

Оскiльки

z+4z∫

z

dξ = 4z, то
1

4z

z+4z∫

z

f(ξ)dξ = f(z). Тодi

F (z +4z)− F (z)

4z
− f(z) =

1

4z

z+4z∫

z

(f(ξ)− f(z)) dξ.

Звiдси

|σ| 6 1

|4z|

z+4z∫

z

|f(ξ)− f(z)||dξ|.

Внаслiдок неперервностi f(z) у точцi z для будь-якого ε > 0 знаходиться δ > 0 таке, що
має мiсце нерiвнiсть |f(ξ)−f(z)| < ε. Якщо ξ належить вiдрiзку [z, z+4z], то |z−ξ| 6 |4z|
i, якщо |4z| < δ, то |σ| < 1

|4z|ε|4z|, тобто |σ| < ε, якщо |4z| < δ.

Таким чином lim
4z→0

F (z +4z)− F (z)

4z
= f(z) i F ′(z) = f(z).

Наслiдок. Нехай функцiя f(z) неперервна в D i iнтеграл вiд цiєї функцiї уздовж до-
вiльної замкненої кривої, котра належить до областi D, дорiвнює нулю, або, що теж саме,

iнтеграл не залежить вiд шляху iнтегрування в областi D. Тодi функцiя F (z) =

z∫

z0

f(ξ)dξ

є первiсною для функцiї f(z) в областi D21.

Теорема 5..13 Загальний вид первiсної для диференцiйовної в однозв‘язнiй областi фун-

кцiї f(z) задається формулою Φ(z) =

z∫

z0

f(ξ)dξ + C, C = const — довiльна стала.

21Для любої диференцiйовної в однозв‘язнiй областi функцiї iснує первiсна.
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Доведення. Розглянемо Φ(z) −
z∫

z0

f(ξ)dξ = w(z). Тодi Φ′(z) − f(z) = w′(z) = 0, звiдки

w = const.
Наслiдок. Нехай функцiя f(z) неперервна в областi D i iнтеграл вiд цiєї функцiї уздовж

довiльного замкненого контура, який належить до областi D, дорiвнює нулю, або, що теж
саме, iнтеграл не залежить вiд шляху iнтегрування в D. Цим же умовам нехай задовольняє
i функцiя g(z). Тодi:

1. кожна первiсна F (z) для функцiї f(z) в областi D визначається за формулою Φ(z) =
z∫

z0

f(ξ)dξ + C, де C — довiльна комплексна стала.

2. справедлива формула Ньютона–Лейбница

z1∫

z0

f(ξ)dξ = Φ(z1)− Φ(z0).

3. справедлива формула iнтегрування за частинами

z1∫

z0

f(ξ)g′(ξ)dξ = f(ξ)g(ξ)
∣
∣
∣

z1

z0
−

z1∫

z0

f ′(ξ)g(ξ)dξ.

Таким чином, всi формули математичного аналiзу для iнтегрування диференцiйов-

них функцiй цiлком слушнi.
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6. Ряди комплексної змiнної

6.1. Числовi ряди

Теорема 6..1 (критерiй Кошi) Для збiжностi ряду необхiдно i достатньо, щоб вико-

нувалась умова — для довiльного ε > 0 можна вказати таке число N , щоб при довiльних

n > N мала мiсце нерiвнiсть

∀ε > 0, ∃N = N(ε), ∀n > N, ∀m ∈ N : |SN+m − SN | =
∣
∣
∣
∣
∣

m∑

k=1

zN+k

∣
∣
∣
∣
∣
< ε.

Це витiкає з критерiю Кошi для збiжностi послiдовностей, Sn =
n∑

k=1

zk. Якщо ряд збiгає-

ться, то переходячи до границi у рiвностi Sn − Sn−1 = zn маємо lim
n→∞

zn = 0.

Ряд називається абсолютно збiжним, якщо збiгається i ряд |z1|+ |z2|+ · · · =
∞∑

k=1

|zk|.

Теорема 6..2 Якщо ряд збiгається абсолютно, то вiн збiгається.

Дiйсно,

∣
∣
∣
∣
∣

m∑

k=1

zN+k

∣
∣
∣
∣
∣
6

m∑

k=1

|zN+k|.

Теорема 6..3 (теорема порiвняння) Якщо ряд
n∑

k=1

Uk збiгається абсолютно i викону-

ється умова |Vk| < |Uk|, то i ряд
n∑

k=1

Vk збiгається абсолютно.

6.2. Функцiональнi ряди

Ряд
∞∑

k=0

Uk(z), членами якого є функцiї Uk(z) означенi в областi D, називається фун-

кцiональним. При кожному фiксованому z ∈ D ряд стає числовим и у випадку його

збiжностi, можна говорити про його суму. За означенням S(z) =
∞∑

k=0

Uk(z) є сумою ряду,

якщо

∀ε > 0, ∃N = N(ε, z) : n > N ⇒
∣
∣
∣
∣
∣
S(z)−

n∑

k=0

Uk(z)

∣
∣
∣
∣
∣
< ε.

Якщо N не залежить вiд z, то ряд називається рiвномiрно збiжним.

Теорема 6..4 (критерiй Кошi рiвномiрної збiжностi) Для рiвномiрної збiжностi

ряду на множинi D необхiдно i достатньо, щоб

∀ε > 0, ∃N = N(ε) : ∀m ∈ N, ∀z ∈ D ⇒
∣
∣
∣
∣
∣

m∑

k=1

UN+k(z)

∣
∣
∣
∣
∣
< ε.

Теорема 6..5 (теорема Вейерштрасса) Якщо кожен член ряду, починаючи з якогось

номера N задовольняє умовi |Uk(z)| 6 ak, ∀z ∈ D, причому ряд з додатних чисел
∑

k

ak

збiжний, то ряд
∑

k

Uk(z) збiгається на D, причому рiвномiрно.

Дiйсно,

∣
∣
∣
∣
∣

N+m∑

k=N+1

Uk(z)

∣
∣
∣
∣
∣
6
∑

k

|Uk(z)| 6
∑

k

ak.
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6.3. Степеневi ряди

Степеневим рядом називається функцiональний ряд виду
∞∑

k=0

Ck(z − z0)
k. Частiше роз-

глядають ряд, який отримано пiсля сдвигу початку
∞∑

k=0

Ckz
k.

Iснують ряди, якi збiгаються тiльки в однiй точцi: (z=0) 1 +
∞∑

n=1

nnzn; або на всiй ком-

плекснiй площинi: 1 +
∞∑

n=1

zn

nn
. Iснують ряди, збiжнi в одних точках комплексної площини

i розбiжнi в iнших:
∞∑

n=0

zn — збiгається, коли |z| < 1.

6.3..1 Збiжнiсть степеневих рядiв

Теорема 6..6 (перша теорема Абеля22) Якщо степеневий ряд збiгається в точцi

z0 6= 0, то вiн збiгається, причому абсолютно, в крузi |z| < |z0| i рiвномiрно збiгається

в кожному меншому крузi |z| 6 ρ < |z0|.

Доведення. Дiйсно, iз збiжностi ряду при z = z0 випливає, що

lim
n→∞

Cnz
n
0 = 0, ⇒ |Cnz

n
0 | < M, n = 0, 1, 2, . . .

тому

|Cnz
n| = |Cnz

n
0 | ·
∣
∣
∣
∣

z

z0

∣
∣
∣
∣

n

< M · qn, q =

∣
∣
∣
∣

z

z0

∣
∣
∣
∣
.

А оскiльки ряд з додатними членами Mqn збiгається при q < 1, то безпосередньо виходить,

що ряд абсолютно збiгається при

∣
∣
∣
∣

z

z0

∣
∣
∣
∣
< 1.

Далi, нехай z ∈ Kρ: |z| 6 ρ < |z0|, тодi

|Cnz
n| < M

∣
∣
∣
∣

z

z0

∣
∣
∣
∣

n

6 M

(
ρ

|z0|n
)n

,
ρ

|z0|n
< 1,

не залежить вiд z, тому за ознакою Вейерштрасса ряд збiгається рiвномiрно.
Наслiдок. За теоремою Абеля у крузi |z| < R, де R — точна верхня межа вiдстанi

вiд точки z = 0 до точки z, в яких ряд збiгається, степеневий ряд збiгається, причому
рiвномiрно i абсолютно. При |z| > R ряд розбiгається.

Круг цей називається кругом збiжностi, а його радiус R — радiусом збiжностi.

6.3..2 Визначення радiусу збiжностi

Для дiйсного аналiзу для рядiв
∑

an з додатними коефiцiєнтами маємо двi умови збiжностi

1. умова Даламбера : lim
n→∞

|an+1|
|an|

< 1;

22Niels Henrik Abel, 1802-1829
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2. умова Кошi 23: lim
n→∞

n
√
an < 1.

Це можна узагальнити i на комплекснi числа.

1. Якщо lim
n→∞

∣
∣
∣
∣

an+1

an

∣
∣
∣
∣
= l, тодi R =

1

l
. Дiйсно, маємо

∣
∣
∣
∣

an+1(z − z0)
n+1

an(z − z0)n

∣
∣
∣
∣
=

|an+1|
|an|

· |z − z0| = l · |z − z0| < 1 ⇒ |z − z0| <
1

l
.

2. Формула Кошi-Адамара2425. Верхня межа обмеженої послiдовностi {αn} — λ =

limαn — це сама бiльша гранична точка послiдовностi26. Тодi R =
1

l
, де l = lim

n→∞

n
√

|Cn|.
Причому R = 0, коли l = ∞ i R = ∞, коли l = 027.

6.3..3 Властивостi степеневих рядiв

1. Теорема 6..7 Сума степеневого ряду неперервна в кожнiй внутрiшнiй точцi круга

його збiжностi28.

Кожен член Cnz
n — неперервна функцiя, то для рiвномiрної збiжностi рядiв i сума

є неперервною.

2. Теорема 6..8 Степеневий ряд f(z) =
∞∑

n=0

Cnz
n можна почленно диференцiювати в

крузi його збiжностi |z| < R (R > 0) яке завгодно число разiв29. Усi степеневi ряди,

що виникають при цьому мають один i той радiус збiжностi.

23В умовi Даламбера стоїть звичайна границя, а у випадку умови Кошi — верхня границя. Якщо в
умовi Даламбера брати верхню границю, то коли вона бiльше 1, зробити висновки про розбiжнiсть ряду

неможливо. Наприклад, для ряду
∞∑

n=1

1

2n
+

1

3n
, lim n

√

|Cn| = lim
2n−1

√

1

2n
=

1√
2
< 1. Тобто ряд збiгається,

хоча для нього lim

∣
∣
∣
∣

Cn+1

Cn

∣
∣
∣
∣
= lim

1

2
·
(
3

2

)n

= ∞.

24Jacques Salomon Hadamard, 1865-1963
25Кошi знайшов, Адамар довiв
26Наприклад, для xn = (−1)n, limxn = −1, limxn = 1; для xn = n+ (−1)n · n, limxn = 0, limxn = ∞
27При можуть бути рiзнi випадки. Так, гармонiчний ряд

∞∑

n=1

1

n
розбiгається, а ряд

∞∑

n=1

1

n2
— збiжний,

хоча для них l = 1.
28Iнше трактування: якщо члени функцiонального ряду неперервнi функцiї в областi D i ряд збiгає-

ться рiвномiрно, то його сума f(z) неперервна в областi D. Нехай z0, z0 + 4z ∈ D, тодi з рiвномiрної

збiжностi |f(z0)− Sn(z0)| <
ε

3
, |f(z0 +4z)− Sn(z0 +4z)| < ε

3
. Крiм того, частковi суми Sn — неперервнi

за означенням. Тому при вибраному n маємо |Sn(z0 +4z)− Sn(z0)| <
ε

3
. Тодi

|f(z0 +4z)− f(z)| 6 |f(z0 +4z)− Sn(z0 +4z)|+ |Sn(z0 +4z)− Sn(z0)|+ |Sn(z0)− f(z0)| < ε.

Таким чином f(z) неперервна в довiльнiй точцi z0 ∈ D.
29Рiвномiрна збiжнiсть дає змогу почленно iнтегрувати, а тому, переходячи до

∫

γ

S′(z)dz =
∞∑

k=1

ak

∫

γ

kzk−1dz =
∞∑

k=1

ak + C0 =
∞∑

k=0

ak,

а це вже первiсна. Тому можемо застосовувати i iнтегральну теорему Кошi.
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S(z) =
∑∞

k=0 akz
k, S ′(z) =

∑∞
k=1 kakz

k−1. За формулою Кошi-Адамара, маємо

lim
k→∞

(k|ak|)
1

k−1 = lim
k→∞

k
1

k−1

(

|ak|
1

k

) k
k−1

= lim
k→∞

(|ak|)
1

k .

Наслiдок. Сума степеневого ряду f(z) =
∞∑

n=0

Cn(z − a)n диференцiйовна яке завгодно

число разiв у крузi його збiжностi |z − a| < R.

3. Теорема 6..9 (ряд Тейлора) Коефiцiєнти степеневого ряду f(z) =
∞∑

k=0

Ck(z − a)k,

який збiгається у крузi |z − a| < R, R > 0, визначаються через суму ряду за

формулою

C0 = f(a), Ck =
f (k)(a)

k!
, k = 1, 2, 3, . . .

Доведення. Нехай S(z) =
∞∑

k=0

Ck(z − a)k, тодi в крузi його збiжностi

S(p)(z) =
∞∑

k=1

k(k − 1)(k − 2) · · · (k − p+ 1)Ck(z − a)k−p.

Якщо покласти z = a, то

S(p)(a) = p(p− 1)(p− 2) · · · 1Cp ⇒ Cp =
S(p)(a)

p!
.

Таким чином S(z) =
∞∑

k=0

S(k)(a)

k!
(z − a)k. Цей ряд називають рядом Тейлора.

Наслiдок. Кожний степеневий ряд з радiусом збiжностi R > 0 є рядом Тейлора для
своєї суми в околi точки z = z0.

6.4. Голоморфнiсть функцiй

Функцiя f(z), яка визначена в околi точки z = a i представлена у виглядi розвинен-

ня в степеневий ряд f(z) =
∞∑

k=0

Ck(z − a)k який збiгається в деякому околi точки z = a,

називається голоморфною, або регулярною в точцi z = a. Функцiя називається голо-

морфною, або регулярною в областi D, якщо вона регулярна в кожнiй точцi областi
D.

Теорема 6..10 Якщо функцiя f(z) диференцiйовна в областi D, то вона голоморфна в

цiй областi.

Доведення. Нехай z = a — довiльна точка областi D. Розглянемо круг K : |z − a| < ρ,
ρ > 0, який належить D разом зi своєю межею γρ : |z − a| = ρ. Нехай z — довiльна точка
круга K

f(z) =
1

2πi

∮

γ

f(ξ)

ξ − z
dξ.
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Розкладемо
1

ξ − z
в ряд за степенями z − a:

1

ξ − z
=

1

(ξ − a)
(

1− z−a
ξ−a

) =
∞∑

n=0

(z − a)n

(ξ − a)n+1
.

Якщо ξ ∈ γρ, то |ξ− a| = ρ,

∣
∣
∣
∣

z − a

ξ − a

∣
∣
∣
∣
=

|z − a|
ρ

< 1. Тому ряд збiгається рiвномiрно вiдносно

ξ на γρ (ознака Вейерштрасса)

f(ξ)

ξ − z
=

∞∑

n=0

f(ξ)

(ξ − a)n+1
(z − a)n.

Iнтегруючи почленно уздовж γρ

f(z) =
∞∑

n=0

Cn(z − a)n, Cn =
1

2πi

∮

γ

f(ξ)

(ξ − a)n+1
dξ.

Таким чином, функцiя f(z) голоморфна (представлена у виглядiв ряду) в областi D тодi

i тiльки тодi, коли вона диференцiйовна в цiй областi.

6.4..1 Нулi голоморфної функцiї

Точка a називається нулем голоморфної функцiї f(z), якщо f(a) = 0.
Нехай a 6= ∞, тодi в околi точки a

f(z) =
∞∑

n=0

Cn(z − a)n.

Оскiльки a — нуль f(z), то C0 = f(a) = 0.
Якщо Cm — перший вiдмiнний вiд нуля коефiцiєнт розвинення

f(z) = Cm(z − a)m + Cm+1(z − a)m+1 + . . . , Cm 6= 0,

то число m називають порядком (або кратнiстю) нуля a функцiї f(z).
Оскiльки

Ck =
f (k)(a)

k!
,

то порядок нуля дорiвнює найменшому порядку похiдної f(z), вiдмiнної вiд нуля в точцi
a.

Тодi можна записати

f(z) = (z − a)m (Cm + Cm+1(z − a) + . . .) = (z − a)mg(z).

Таким чином доведена
Теорема 6.11: Точка a 6= ∞ є нулем порядку m функцiї f(z) тодi i тiльки тодi, коли

ця функцiя приводиться до вигляду

f(z) = (z − a)mg(z),
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де g(z) — голоморфна функцiя в точцi a, g(a) 6= 0.
Теорема 6.12: Нехай функцiя f(z) голоморфна в точцi a 6= ∞: f(a) = 0. Тодi або

f(z) ≡ 0 в деякому околi точки a, або iснує такий окiл точки a, в якому немає нулiв
функцiї f(z), вiдмiнних вiд a.

Може бути:

• всi коефiцiєнти дорiвнюють нулю, тодi f(z) ≡ 0;

• iснує таке m > 1, що C0 = C1 = . . . = Cm−1 = 0, але Cm 6= 0.

Тодi f(z) = (z − a)mg(z).
В силу неперервностi g(z) з умови g(a) 6= 0 випливає, що g(z) 6= 0 в деякому околi точки
a. Таким чином, нулi голоморфної функцiї iзольованi.

6.4..2 Єдинiсть аналiтичної функцiї

З теореми Тейлора, як наслiдок, маємо:
Якщо голоморфнi в D функцiї f(z) i ϕ(z) рiвнi мiж собою на деякiй множинi E ⊂ D,

яка має хоч одну граничну точку z0 ∈ E, то f(z) ≡ ϕ(z) повсюди в областi D.

Дiйсно, розглянемо розвинення

f(z) =
∞∑

k=0

ak(z − z0)
k,

ϕ(z) =
∞∑

k=0

bk(z − z0)
k.

Вiзьмемо послiдовнiсть zn. Починаючи з деякого номера k, всi zn знаходяться в колi |z −
z0| < δ i ми маємо

f(zn) = ϕ(zn), n = 0, 1, 2, . . .

Але тодi, пiдставляючи в розвинення i переходячи до границi, маємо

a0 = b0.

Далi, з рiвностi
∞∑

k=1

ak(zn − z0)
k−1 =

∞∑

k=1

bk(zn − z0)
k−1

отримаємо a1 = b1.
А оскiльки радiус збiжностi бiльший за |δ|, то маємо f(z) ≡ ϕ(z) для всiєї областi.

Наслiдок : Якщо f(z) = 0) на деякiй множинi E областi D, i маємо на множинi E хоча б
одну граничну точку, то f(z) ≡ 0) у всiй областi D.

Функцiя f(z) = sin
1

z
6= 0, хоч i задовольняє умовi f(zn) = 0, де zn =

1

πn
→ 0, n →

∞. Це не суперечить теоремi єдиностi, оскiльки точка a = 0, будучи граничною точкою
послiдовностi zn, до областi D = {0 < |z| < ∞} регулярностi функцiї f(z) не належить.

Теорема 6.13: Точка z = ∞ є нулем порядку m функцiї f(z) тодi i тiльки тодi, коли
ця функцiя перетворюється до вигляду

f(z) = z−mθ(z), θ(∞) 6= 0,
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де θ(z) — регулярна функцiя в точцi z = ∞.

Означення: Функцiя f(z) називається регулярною в точцi z = ∞ (|z| > R), коли її
розвинення в околi цiєї точки має вигляд

f(z) =
∞∑

k=0

Ck

zk
.

(ξ =
1

z
⇒ f(z) = f(ξ) =

∑

Ckξ
k).

З цього означення

f(z) = C0 +
∞∑

k=1

Ck

zk
.

За умовою C0 = f(∞) = 0. Нехай Cm 6= 0, C1 = C2 = . . . = Cm−1 = 0. Тодi

f(z) =
1

zm

(

Cm +
Cm+1

z
+ . . .

)

= z−mΨ(z), Ψ(∞) = Cm 6= 0.

6.5. Принцип симетрiї Рiмана–Шварца

Теорема 6.13: Нехай функцiя f(z) регулярна в областi D, межа якої мiстить iнтервал
γ дiйсної осi. Якщо функцiя f(z) неперервна аж до межi γ та набуває дiйсних значень на
γ, то її можна аналiтично продовжити в область D

⋃
γ
⋃

D∗.
Це продовження надається формулою

F (z) =

{
f(z) при z ∈ D

⋃
γ,

f ∗(z) при z ∈ D∗
⋃

γ,

де область D∗ симетрична областi D вiдносно γ. [Iншими словами, f(z) в спряжених точках
набуває спряжених значень].

Для будь-якої точки z0 ∈ D

f(z) = a0 + a1(z − z0) + . . .

Визначимо в областi D∗ функцiю
f ∗(z) = f(z̄).

Її розвинення в ряд
f ∗(z) = a0 + a1(z − z0) + . . .

показує, що вона є голоморфною в околi точки z0 ∈ D∗, симетричної до точки z0.
Функцiя f(z) неперервна аж до межi i набуває на γ дiйсних значень. За умови z →

x0 ∈ γ i z̄ → x0 маємо

lim
z→x0

f ∗(z) = lim
z→x0

f(z̄) = f(x0) = f(x0) = f(z), z = z̄ = x ∈ γ .

f(x0) — дiйсне, тодi f(x0) = f(x0). Тобто для всiх z ∈ γ

f ∗(z) = f(z).
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Таким чином, дiйсно побудовано аналiтичне продовження, яке задовольняє умовi

ϕ(z̄) = ϕ(z) ,

що й означає симетрiю вiдносно γ образiв двох точок z i z̄, симетричних вiдносно γ.
Функцiї, що на дiйснiй осi набувають дiйсних значень, називають реально-аналiтич-

ними. Якщо брати розвинення такої функцiї в околi точки z0, що знаходиться на дiйснiй
осi, всi коефiцiєнти розвинення будуть дiйсними.

Для чого призначена ця теорема: якщо *вставити малюнок 2*, то стрибок через розрiз
буде дорiвнювати f(z)− f(z∗) = 2iv.

7. Iзольованi особливi точки

7.1. Ряд Лорана

Ряд Тейлора — це представлення функцiй, диференцiйовних в колi. Але для областi у
виглядi кiльця бiльш пiдходить ряд Лорана, який є узагальненням ряду Тейлора.

Рядом Лорана називають функцiональний ряд виду

∞∑

n=−∞

Cn(z − a)n =
∞∑

n=0

Cn(z − a)n +
−∞∑

n=−1

Cn(z − a)n.

Якщо другий доданок вiдсутнiй, то цей ряд перетворюється у ряд Тейлора. Другий дода-
нок називають головною, або iррегулярною частиною, тодi як першу — правильною, або
регулярною.

Перший ряд збiгається в колi {|z − a| < R}. Замiною
1

z − a
= t перетворимо другий

ряд у звичайний степеневий
∞∑

n=1

C−nt
n.

Областю збiжностi буде коло {|t| < µ}. Тому очевидно, що головна частина ряду Лорана
збiгається в областi {|z−a| > r}, r = 1

µ
. Таким чином, ряд Лорана збiгається у кульовому

кiльцi K = {r < |z − a| < R}.
В точках, якi належать межi кiльця, ряд може збiгатися або нi.
З теореми Абеля випливає, що в будь-якому замкненому кiльцi {r < r1 6 |z−a| 6 R1 <

R}, яке належить кiльцю K, ряд збiгається рiвномiрно i тому за теоремою Вейєрштрасса
(про достатню умову регулярностi) його сума f(z) є функцiєю регулярною.

Доведемо i обернене твердження:
Теорема 7.1 (теорема Лорана): Якщо функцiя f(z) регулярна в кiльцi K = {r <

|z − a| < R}, то вона розвивається у цьому кiльцi у збiжний ряд Лорана

f(z) =
∞∑

n=−∞

Cn(z − a)n,

де

Cn =
1

2πi

∫

γρ

f(ξ)

(ξ − a)n+1
dξ,
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γρ : |ξ − a| = ρ, z < ρ < R.

Доведення:

f(z) =
1

2πi

∮

|ξ−z|=R

f(ξ)

(ξ − z)
dξ − 1

2πi

∮

|ξ−z|=r

f(ξ)

(ξ − z)
dξ =

=
1

2πi

∮

|ξ−a|=r

f(ξ)dξ

(z − a)
(
1− ξ−a

z−a

) +

∮

γR

f(ξ)dξ

(ξ − a)
(

1− z−a
ξ−a

) .

Оскiльки

∣
∣
∣
∣

ξ − a

z − a

∣
∣
∣
∣
=

ρ1
|z − a| < 1, то ряд рiвномiрно збiгається на кривiй γr. На пiдставi

цього ряд
−f(ξ)

2πi(ξ − z)
=

∞∑

k=0

f(ξ)(ξ − a)k

2πi(z − a)k+1
,

тобто збiгається рiвномiрно. Iнтегруючи почленно i роблячи пiдстановку k + 1 = −n,

дiстаємо
∞∑

k=0

→
−∞∑

n=−1

Ck =
1

2πi

∮

R1

f(ξ)

(ξ − a)k+1
dξ, k = 0, 1, 2, . . . n

Ck =
1

2πi

∮

r1

f(ξ)

(ξ − a)k+1
dξ, k = −1,−2, . . .

Завдяки тому, що f(z)/(ξ − a)k+1 диференцiйовна при ξ ∈ K, то в силу теореми Кошi
iнтеграл можна брати по будь-якому колу з центром в точцi a, яка належить K

an =
1

2πi

∮

γ

f(ξ)

(ξ − a)k+1
dξ, k =

{
0, 1, 2, . . . ,

−1,−2, . . .

Теорема 7.2: Розвинення функцiї f(z), регулярної в кiльцi D = {r < |z − a| < R}, в
ряд Лорана є єдиним.

Нехай iснує два розвинення

∞∑

n=−∞

Cn(z − a)n =
∞∑

n=−∞

dn(z − a)n.

Помноживши на (z − a)−m−1, дiстанемо

∞∑

n=−∞

Cn(z − a)n−m−1 =
∞∑

n=−∞

dn(z − a)n−m−1.

Iнтегруємо вздовж кола γρ = {|z − a| = ρ} на пiдставi рiвностi

∮

(z − a)kdz =

{
2πi, k = −1,

0, k 6= −1.

отримуємо, що Cm = dm.
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7.2. Аналiтичне продовження

Якщо виконуються умови:

1. функцiя f(z) визначена на множинi E,

2. функцiя F (z) регулярна в областi D, E ⊂ D,

3. F (z) = f(z) на E,

то функцiю F (z) називають аналiтичним продовженням функцiї f(z) з множини E в
область D.

Найважливiшою властивiстю аналiтичного продовження є його єдинiсть, яка випливає
з попереднього розгляду.

Приклад:

f(z) =
∞∑

n=0

zn, |z| < 1.

Сумою цього ряду є функцiя 1/(1− z), тому

f(z) =
1

1− z
, |z| < 1.

З iншого боку, F (z) =
1

1− z
регулярна в областi D = C \ {1}. Але {|z| < 1} ⊂ D i

F (z) ≡ f(z) на множинi {|z| < 1}. Отже, F (z) є (єдиним!) аналiтичним продовженням
f(z).

7.3. Iзольованi особливi точки однозначного характеру

Точку a 6= ∞ називають iзольованою особливою точкою однозначного характеру фун-
кцiї f(z), якщо f(z) регулярна в кiльцi D = {0 < |z − a| < R} (проколотому околi точки
a) i не регулярна в точцi a.

Аналогiчно, точку a = ∞ називають iзольованою особливою точкою однозначного
характеру, якщо f(z) регулярна в областi R < |z| < ∞ i не регулярна в точцi ∞.

Класифiкацiя iзольованих особливих точок однозначного характеру

Iзольована особлива точка однозначного характеру називається

1. усувною особливою точкою, якщо lim
z→a

f(z) iснує i скiнченна,

2. полюсом, якщо lim
z→a

f(z) = ∞,

3. iстотно особливою точкою, якщо lim f(z) не iснує.

Приклад:

lim
z→0

sin z

z
= 1, lim

z→−i

z

z + i
=

{
ez − 1

z

}

= ∞,

lim
z→0

e
1

z не iснує: x → 0

{

e
1

x → ∞, x > 0
1

e
1
x
→ 0, x < 0.
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I. Усувна особлива точка

Теорема 7.3: Для того, щоб точка a була усувною особливою точкою f(z), необхiдно i
достатньо, щоб головна частина ряду Лорана у точцi a була тотожним нулем.

Необхiднiсть: Нехай lim
z→a

f(z) = A 6= ∞. Тодi в проколотому околi точки a функцiя

f(z) регулярна i обмежена

|f(z)| 6 M, 0 < |z − a| < ρ.

Але для коефiцiєнтiв ряду Лорана

Cn =
1

2πi

∮

f(ξ)(ξ − a)−n−1dξ,

тому

|Cn| 6
1

2π
max{|f(ξ)||ξ − a|−n−1} · 2πr = M

rn
, 0 < r < ρ.

Оскiльки r довiльне, спрямовуємо r → 0 i встановлюємо, що C−n = 0. [Для правильної
частини |Cn| < ∞, що не протирiчить.]

Достатнiсть: Якщо головна частина ≡ 0, то

f(z) = C0 + C1(z − a) + C2(z − a)2 + . . .

Ряд збiгається в усьому колi |z− a| < R. Таким чином, iснує скiнченна границя lim
z→a

f(z) =

C0, а тому a — усувна точка f(z).
Зауваження: Якщо зробити аналiтичне продовження в цю точку, то це носить назву

усуваної особливостi. Пiсля визначення функцiї в точцi a маємо регулярну функцiю на
всiй комплекснiй площинi.

II. Полюс

Теорема 7.4: Для того, щоб точка a 6= ∞ була полюсом функцiї f(z), необхiдно i доста-
тньо, щоб ця функцiя записувалась у виглядi

f(z) = (z − a)−mϕ(z), ϕ(a) 6= 0,

ϕ(z) — регулярна, а m — цiле.
Аналогiчно, z = ∞ є полюсом тодi i тiльки тодi, коли

f(z) = zmζ(z), ζ(∞) 6= 0.

Доведення. Нехай a 6= ∞ — полюс. Тодi за означенням lim
z→a

f(z) = ∞. Звiдси випливає

|f(z)| > 1 в деякому кiльцi D = {0 < |z − a| < a}. Нехай g(z) = 1/f(z). Тодi g(z) —
регулярна в областi D i не перетворюється в нуль. Отже, a — iзольована особлива точка
для g(z). З нерiвностi випливає, що |g(z)| < 1 в D i за теоремою — це усувна точка.

Довизначивши

g(a) = lim
z→a

1

f(z)
= 0,
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отримаємо g(z) = (z − a)mϕ(z). Звiдси

f(z) =
F (z)

(z − a)m
, F (z) = ϕ−1(z).

Якщо f(∞) — полюс, то z = ∞ є нулем g(z) = 1/f(z). Далi аналогiчно.
Наслiдок: В головнiй частинi ряду Лорана буде мiститися лише скiнченне число членiв

(стiльки, який порядок полюса).

III. Iстотно особлива точка

Теорема 7.5: Для того, щоб iзольована особлива точка була iстотно особливою точкою
функцiї f(z), необхiдно i достатньо, щоб головна частина ряду Лорана у цiй точцi мiстила
нескiнченне число членiв.

1. Якщо немає головної частини, то усувна точка.

2. Якщо скiнченне число членiв — полюс.

Тому iснує лише одна можливiсть нескiнченного числа членiв.

Нескiнченно вiддалена точка

Нехай f(z) регулярна в областi |z| > R всюди, крiм z = ∞. Тодi f(1/ξ) регулярна в колi
|ξ| = |1/z| < 1/R всюди, крiм точки ξ = 0, яка буде iзольованою особливою точкою.
Розвинення в ряд Лорана має вигляд

f(1/ξ) =
∞∑

k=0

akξ
k +

∞∑

k=1

a−kξ
−k.

Пiсля замiни ξ = 1/z маємо розвинення в околi z = ∞:

f(z) =
∞∑

k=0

akz
−k +

∞∑

k=1

a−kz
k.

В залежностi вiд того, ξ = 0 є усувною iзольованою особливою точкою, полюсом або
iстотно особливою точкою, кажуть, що z = ∞ є вiдповiдно усувною, полюсом або iстотно
особливою точками.

Для цiлої функцiї єдиною особливою точкою може бути z = ∞. Якщо z = ∞ є полюсом
порядку m, то f(z) є многочленом степеня m. Якщо z = ∞ — iстотно особлива точка, то
f(z) — цiла трансцендентна функцiя.

ez, cos z, sin z, cos z =
∞∑

k=0

(−1)k
z2k

(2k)!
.

Якщо цiла функцiя регулярна в точцi z = ∞, то f(z) = C0 = const.
Отже, якщо функцiя регулярна на всiй розширенiй комплекснiй площинi, то вона стала.

Означення: Функцiя називається мероморфною, якщо в кожнiй обмеженiй частинi ком-
плексної площини вона регулярна за винятком, може бути, скiнченного числа полюсiв.
Частка двох многочленiв (рацiональна функцiя) є мероморфною функцiєю, яка на всiй
розширенiй комплекснiй площинi має тiльки скiнченне число полюсiв. Обернене твер-
дження також справедливе.
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7.4. Теорiя лишкiв

7.4..1 Лишки у скiнченнiй точцi

Якщо функцiя регулярна в областi D, то iнтеграл
∮
f(z)dz = 0 по кривiй, яка належить

областi D. Якщо функцiя має особливу точку однозначного характеру, то
∮
f(z)dz 6= 0.

Знайдемо значення цього iнтегралу. Для цього зробимо розвинення в ряд Лорана в околi
цiєї точки

f(z) =
∞∑

k=−∞

Ck(z − a)k,

який збiгається в кiльцi {0 < |z − a| < R}.
Iнтегруючи почленно, маємо

∮

γ

(z − a)mdz =

{
0, m 6= −1

2πi, m = −1

Тодi ∮

γ

f(z)dz = 2πiC−1.

{Лишок (вычет) — вiд французського residue.}

Означення: Лишком функцiї f(z) в точцi a (вiдносно точки a) називається коефiцiєнт
C−1 ряду Лорана функцiї f(z) в точцi a

z=af(z) = C−1 =
1

2πi

∮

f(z)dz.

7.4..2 Знаходження лишкiв (у скiнченнiй точцi)

1. Усувна точка, точка регулярної функцiї

f(z) = 0

(тiльки правильна частина ряду Лорана).

2. Простий полюс

f(z) =
C−1

z − a
+

∞∑

k=0

Ck(z − a)k.

Помноживши цю рiвнiсть на (z − a), далi граничним прямуванням по z → a знаходимо

C−1 = lim
z→a

[f(z)(z − a)] =z=a f(z).

Зокрема, якщо f(z) =
ϕ(z)

Ψ(z)
, ϕ(a) 6= a, Ψ(a) = 0, Ψ′(a) 6= 0

C−1 = lim
z→a

(z − a) · ϕ(z)
Ψ(z)

= lim
z→a

ϕ(z)
Ψ(z)
z−a

= lim
z→a

ϕ(z)
Ψ(z)−Ψ(a)

z−a

=
ϕ(a)

Ψ′(a)
.
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3. Кратний полюс

f(z) =
C−m

(z − a)m
+

C−m+1

(z − a)m−1
+ . . .+

C−1

z − a
+ C0 + C1(z − a) + . . .

Домножуючи на (z− a)m, а потiм диференцiюючи (m− 1) разiв, граничним прямуванням
z → a встановлюємо, що

(m− 1)!C−1 = lim
dm−1

dzm−1
{(z − a)mf(z)} .

Звiдси

z=af(z) =
1

(m− 1)!
lim
z→a

dm−1

dzm−1
[(z − a)mf(z)] .

4. Iстотно особлива точка

— тiльки розвиненням в ряд.
Приклад:

cos
z

z − 1
, a = 1, f(z) = (2z − 1) cos

z

z − 1

cos
z − 1 + 1

z − 1
= cos

(

1 +
1

z − 1

)

= cos 1 cos
1

z − 1
− sin 1 sin

1

z − 1

f(z) = (2(z − 1) + 1) +

{

cos 1

(

1− 1

2(z − 1)2
+ . . .

)

− sin 1

(
1

z − 1
− 1

2!(z − 1)3
+ . . .

)}

⇒ C−1 = − cos 1− sin 1 = −(cos 1 + sin 1).

7.4..3 Лишок у нескiнченностi

f(z) =
∞∑

n=−∞

Cnz
n =

∞∑

n=0

Cnz
n +

C−1

z
+

C−2

z2
+ . . .

в кiльцi {R < |z| < ∞}.
Тодi лишком функцiї f(z) в точцi z = ∞ називається число −C−1. Дiйсно, оскiльки

для коефiцiєнтiв ряду Лорана

C−1 =
1

2πi

∮

γ

f(ξ)dξ, γ : |z| = R,

то для нескiнченно вiддаленої точки орiєнтацiю кривої потрiбно брати так, щоб область
була злiва.

Таким чином, маємо ∮

γ−1

f(z)dz = 2πiz=∞f(z) = −C−1

z=∞f(z) = −C−1
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Зауваження: В нескiнченно вiддаленiй точцi лишок в усувнiй точцi не завжди дорiв-
нює нулю:
e1/z, z = ∞ — регулярна точка, але

z=∞e1/z = −C−1 = −1 6= 0.

Можна узагальнити.
Якщо f(z) регулярна в z = ∞, то

f(z) = f(∞) +
C−1

z
+ . . .

Тодi
f(z)|z=∞ = −C−1 = lim z(f(∞)− f(z))

Для функцiї e1/z: f(∞) = 1

f(z) = lim
1− e1/z

1/z
=

1− 1− 1/z − . . .

1/z
= −1

7.4..4 Теореми про лишки

Теорема 7.6 (основна теорема теорiї лишкiв, Кошi, 1825): Нехай функцiя f(z) ре-
гулярна в обмеженiй однозв’язнiй областi D, за винятком скiнченного числа точок a1, a2, . . . , an,
що є її iзольованими особливими точками однозначного характеру, i неперервна аж до ме-
жi γ = ∂D. Тодi

∮

γ

f(z)dz = 2πi
n∑

k=1

z=akf(z),

де крива γ орiєнтована додатно.
Застосовуючи теорему Кошi для багатозв’язної областi, одержимо

∮

γ

f(z)dz =
∑

∮

γi

f(z)dz.

Звiдки за означенням лишкiв
Теорема 7.7: Нехай функцiя f(z) регулярна на всiй розширенiй комплекснiй площинi

C, за винятком скiнченного числа особливих точок. Тодi сума всiх її лишкiв в особливих
точках, включаючи i лишок в точцi z = ∞, дорiвнює нулю

n∑

k=1

z=akf(z) +z=∞ f(z) = 0.

Доведення: За теоремою про лишки
∮

γ

f(z)dz = 2πi
n∑

k=1

z=akf(z),

де γ охоплює всi особливi точки. З iншого боку,
∮

γ−1

f(z)dz = 2πiz=∞f(z),

що i доводить теорему.
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8. Елементи функцiонального аналiзу

Зараз ми введемо тi поняття i твердження функцiонального аналiзу, що знадобляться
у подальшому , а також домовимося вiдповiдно термiнологiї i позначень.

8.1. Лiнiйнi простори

Множина елементiв будь-якої природи, для якої можна видiлити лiнiйнi метричнi або
геометричнi властивостi, що притаманнi звичайному тривимiрному простору називають
простором (математичним простором, абстрактним простором).

В залежностi вiд того, якi властивостi видiляються, подiляють i простори.
Множина X = {x1, x2, x3, . . .} називається лiнiйним простором, якщо для його еле-
ментiв видiленi операцiї додавання та множення на число, якi пiдпорядкованi наступним
аксiомам (правилам).

• Для додавання:

1. x1 + x2 = x2 + x1 (комутативнiсть додавання);
2. (x1 + x2) + x3 = x1 + (x2 + x3) (асоцiативнiсть додавання);
3. iснує єдиний елемент 0 ∈ X, такий що xi + 0 = xi, ∀xi ∈ X, який зветься

нульовим елементом;
4. кожному елементу xi ∈ X вiдповiдає єдиний протилежний елемент −xi ∈ X,

такий що xi + (−xi) = 0.

• Для множення на числа α i β, якi в загальному випадку можуть бути комплексними:

1. α(βxi) = (αβ)xi, ∀xi ∈ X (асоцiативнiсть множення);
2. α(x1 + x2) = αx1 + αx2 (закон дистрибутивностi множення);
3. (α + β)xi = αxi + βxi, ∀xi ∈ X (закон дистрибутивностi множення);
4. iснує єдиний елемент з множини X, який має назву одиничного, такий що

1 · xi = xi, ∀xi ∈ X.

Зауважимо, що замiсть «лiнiйний простiр» часто говорять просто «простiр», або «вектор-
ний простiр», бо при лiнiйних перетвореннях додавання i множення на число вектор пе-
реходить у вектор.

Елементи лiнiйного простору називають векторами або точками залежно вiд їх при-
роди.
В лiнiйних просторах вводять поняття лiнiйної незалежностi векторiв.

Якщо рiвнiсть λ1x1+λ2x2+ . . .+λnxn = 0 можлива тiльки у тривiальному випадку λ1 =

λ2 = . . . = λn = 0, то систему векторiв {x1, x2, . . . , xn} називають лiнiйно незалежною.
Якщо хоча б один з λi вiдмiнний вiд 0, система — лiнiйно залежна.

Введення поняття лiнiйного простору, а разом iз ним поняття лiнiйної залежностi,
дозволяє говорити про базис простору.

Усяка впорядкована система лiнiйно незалежних векторiв називається базисом вектор-

ного простору, якщо кожний вектор xi ∈ X є лiнiйною комбiнацiєю векторiв цiєї системи
x = α1x1 + α2x2 + . . .+ αnxn.
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Максимальне число лiнiйно незалежних векторiв, що утворює базис називається роз-

мiрнiстю простору (dimX = n). Якщо n — скiнченне, то простiр скiнченновимiрний.
У випадку скiль завгодно великого числа — нескiнченновимiрний30.

Висновок: лiнiйний або векторний простiр — це простiр з базисом, через який можна
представити будь-який вектор з цього простору.

8.2. Метричний простiр

Для того, щоб розглядати збiжнiсть послiдовностей необхiдно ввести поняття вiдстанi
мiж точками простору, а це робиться за допомогою метрики.

Множина X = {x1, x2, . . .} елементiв будь-якої природи називається метричним про-

стором, якщо кожнiй парi елементiв x1, x2 ∈ X поставимо у вiдповiднiсть число ρ(x1, x2),
яке називається вiдстанню мiж цими елементами або метрикою простору X (iнодi
кажуть метрикою на X).
Метрика вводиться наступними аксiомами:

1. ρ(x1, x2) > 0, ρ(x1, x2) = 0 ⇔ x1 ≡ x2 (аксiома тотожностi).

2. ρ(x1, x2) = ρ(x2, x1) (аксiома симетрiї).

3. ρ(x1, x3) 6 ρ(x1, x2) + ρ(x2, x3) (нерiвнiсть трикутника).

За допомогою метрики вводиться поняття збiжностi31 послiдовностi i границi послi-
довностi.

Послiдовнiсть елементiв {xn} метричного простору збiгається до видiленого елементу
x0 ∈ X, якщо для кожного ε > 0 знаходиться таке n0, що при n > n0 ρ(xn, x0) < ε. Тобто
ρ(xn, x0) → 0, n → ∞.
Але частiше користуються iншою умовою з якої вилучений елемент x0: так як ρ(xn, xm) 6

ρ(xn, x0) + ρ(x0, xm), то ρ(xn, xm) → 0, n,m → ∞, що має назву умови Кошi.
Послiдовнiсть для якої справджується умова Кошi в лiтературi називають фундамен-

тальною (послiдовнiсть «збiгається в собi»).
Границя збiжної послiдовностi може належати даному простору або нi. Найбiльш ва-

жливим є випадок, коли x0 ∈ X.
Метричний простiр в якому кожна фундаментальна послiдовнiсть збiгається до границi,
яка є елементом цього ж простору називається повним.

Теорема 8..1 В кожному метричному просторi, вiдстань є неперервною функцiєю своїх

аргументiв, тобто якщо xn → x0, yn → y0, то ρ(xn, yn) → ρ(x0, y0).

Доведення. Застосовуючи нерiвнiсть трикутника:

ρ(xn, yn) 6 ρ(xn, x0) + ρ(x0, y0) + ρ(y0, yn).

ρ(x0, y0) 6 ρ(x0, xn) + ρ(xn, yn) + ρ(yn, y0).

30Множина всiх розв’язкiв рiвняння U (n) + a1(x)U
(n−1) + . . .+ anU = 0 з неперервними коефiцiєнтами є

n-вимiрним векторним простором, так як будь-який розв’язок можна представити через фундаментальну
систему.

31Коли кажуть «збiжнiсть», треба завжди розумiти збiжнiсть за метрикою даного простору.
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Одержуємо:

ρ(xn, yn)− ρ(x0, y0) 6 ρ(xn, x0) + ρ(y0, yn).

ρ(x0, y0)− ρ(xn, yn) 6 ρ(x0, xn) + ρ(yn, y0).

Отже
|ρ(xn, yn)− ρ(x0, y0)| 6 ρ(xn, x0) + ρ(yn, y0).

Так як права частина прагне до нуля при n → ∞, то ρ(xn, yn) → ρ(x0, y0). Таким чином:

lim
n→∞

ρ(xn, yn) = ρ( lim
n→∞

xn, lim
n→∞

yn) = ρ(x0, y0).

Сукупнiсть точок метричного простору, яка задовольняє умовi ρ(x, a) < r називається
вiдкритим шаром радiуса r з центром у точцi a i позначається S(a, r). Якщо ρ(x, a) 6 r,
то S̄(a, r) — замкнений шар.

8.2..1 Евклiдiв простiр R
n

Евклiдiв простiр R
n (координатний) — це множина для всiх упорядкованних систем з n

дiйсними числами. Якщо

Xk =
{

ξ
(k)
1 , ξ

(k)
2 , . . . , ξ(k)n

}

, X0 =
{

ξ
(0)
1 , ξ

(0)
2 , . . . , ξ(0)n

}

,

то вiдстань мiж точками визначається формулою:

ρ (Xk, X0) =

√
√
√
√

n∑

i=1

(

ξ
(k)
i − ξ

(0)
i

)2

.

Для збiжностi послiдовностi {Xk}, маємо ρ (Xk, X0) → 0 при n → ∞, що еквiвалентно
умовi ξ

(k)
i → ξ

(0)
i , k → ∞. Таким чином в евклiдовому просторi маємо «координатну»

збiжнiсть, тобто збiжнiсть за координатами.

8.2..2 Простiр Лебега L2 [a, b]

Елементами цього простору будуть функцiї iнтегровнi з квадратом (квадратично iнтегров-
нi), тобто пiдпорядкованi умовi:

b∫

a

|f(x)| dx < ∞.

Метрика у цьому просторi вводиться за правилом:

ρ(f, g) =

√
√
√
√
√

b∫

a

|f(x)− g(x)|2 dx, ∀f, g ∈ L2 [a, b] .

Тодi послiдовнiсть {fn(x)} збiгається до елемента f0(x), якщо

ρ(fn, f0) =

√
√
√
√
√

b∫

a

|fn − f0|2 dx → 0, n → ∞.
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Такий тип збiжностi не приводить до «поточкової» («покоординатної») збiжностi, як
у евклiдовому просторi i має назву збiжностi у середньому.

Простором Лебега називають простiр, елементами якого будуть класи еквiвалентних
мiж собою квадратично iнтегровних функцiй, для яких додавання i множення на число
визначаються як звичайнi операцiї додавання i множення функцiй.
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