
Передмова

Даний посiбник написаний на основi досвiду авторiв, якi протягом декiль-
кох рокiв читали лекцiї з теорiї функцiй комплексної змiнної та проводили
практичнi заняття на фiзичному факультетi Днiпропетровського нацiональ-
ного унiверситету.

Змiст посiбника — курс теорiї функцiї комплексної змiнної, тобто той ма-
терiал, який складає ядро i є основою методiв теоретичної фiзики. Рiвень ви-
кладення вiдповiдає рiвню фiзико-математичних спецiальностей ВНЗ, проте
автори сподiваються, що посiбник буде корисним студентам усiх природничих
i технiчних спецiальностей, навчання яких передбачає грунтовну математи-
чну пiдготовку.

Посiбник призначений для тих, хто починає вивчати даний курс, тому
в кожному iз його роздiлiв наведенi основнi теоретичнi поняття та прикла-
ди розв’язання типових задач. У посiбнику поданi задачi за всiма роздiлами
курсу теорiї функцiй комплексної змiнної, якi включенi в навчальнi програми
ВНЗ напрямкiв пiдготовки "Фiзика" i "Прикладна фiзика". Крiм традицiй-
них роздiлiв придiлена увага i таким важливим для застосування в курсах
теоретичної фiзики i в курсах за спецiальнiстю роздiлам, як "Головне значе-
ння iнтегралiв за Кошi" i "Дисперсiйнi спiввiдношення".

Основна мета посiбника — активiзувати самостiйну роботу студентiв шля-
хом iндивiдуалiзацiї завдань. Умiщенi задачi дозволяють запропонувати ко-
жному студенту iндивiдуальне завдання з усiх роздiлiв теорiї функцiй ком-
плексної змiнної й розрахованi на академiчну групу на двадцять студентiв.
Номери задач, якi складають iндивiдуальнi завдання, зiбранi в таблицю, роз-
мiщену в кiнцi видання.

Виконанi завдання захищаються студентом частинами за графiком, скла-
деним викладачем. Пiд час захисту перевiряються теоретичнi знання студен-
та, а також умiння i навички застосовувати їх для розв’язання задач.

У кiнцi посiбника наведений список лiтератури, що буде корисним для
поглибленого вивчення курсу теорiї функцiй комплексної змiнної.
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1. Числа, кривi та областi на комплекснiй площинi

Комплексним числом z називається вираз вигляду z = x+iy (алгебрич-
на форма комплексного числа), де x i y — дiйснi числа, а i — уявна одиниця,
що задовольняє умову i2 = −1. Числа x i y називаються вiдповiдно дiйсною

та уявною частинами комплексного числа z i позначаються як x = Re z,
y = Im z. Отже, комплексне число задається парою дiйсних чисел x i y. Тому
числа z1 = x1 + iy1 i z2 = x2 + iy2 вважаються рiвними тодi й тiльки тодi,
коли x1 = x2, y1 = y2.

Операцiї над комплексними числами

Сумою z1 + z2 чисел z1 i z2 називається комплексне число

z1 + z2 = (x1 + x2) + i(y1 + y2).

Рiзницею z1 − z2 чисел z1 i z2 називається комплексне число

z1 − z2 = (x1 − x2) + i(y1 − y2).

Добутком z1 · z2 чисел z1 i z2 називається комплексне число

z1 · z2 = (x1x2 − y1y2) + i(x1y2 + x2y1).

Часткою z1/z2 вiд дiлення комплексного числа z1 на комплексне число
z2 6= 0 називається комплексне число

z1

z2
=

x1x2 + y1y2

x2
2 + y2

2

+ i
x2y1 − x1y2

x2
2 + y2

2

.

Легко перевiрити, що введенi операцiї додавання i множення комплексних
чисел задовольняють закони арифметики дiйсних чисел, тому для компле-
ксних чисел будуть застосовними звичайнi формули алгебри.

Комплексне число z̄ = x − iy називається спряженим iз комплексним
числом z = x + iy, причому

(z1 + z2) = z1 + z2, (z1 · z2) = z1 · z2, (z) = z.

Дiйсна частина Re z i уявна частина Im z числа z виражаються через спря-
женi комплекснi числа як

Re z =
z̄ + z

2
, Im z =

z − z̄

2i
.
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Комплексне число z = x+ iy зображується на площинi XOY точкою M з
координатами (x, y) або вектором, початок якого знаходиться в точцi O(0, 0),
а кiнець — у точцi M(x, y). Довжина ρ вектора OM називається модулем

комплексного числа i позначається як |z|, так що ρ = |z| =
√

x2 + y2. Оче-
видно, що |z| = |z|. Крiм того, справджуються формули |z1 · z2| = |z1| · |z2|,
∣

∣

∣

∣

z1

z2

∣

∣

∣

∣

=
|z1|
|z2|

. Полярний кут ϕ, утворений вектором OM з вiссю OX , називає-

ться аргументом комплексного числа z i позначається як ϕ = Arg z.
Аргумент визначається не однозначно, а з точнiстю до 2πk:

Arg z = arg z + 2πk, k = 0,±1,±2, · · · ,

де arg z — головне значення Arg z, i задовольняє умову −π < arg z 6 π або

Arg z =







arctg
y

x
+ 2πk, I та IV квадрант;

arctg
y

x
+ π + 2πk, II та III квадрант.

II I

III IV

Аргумент вважається додатним, якщо поворот додатної частини дiйсної
осi навколо початку до збiгу з напрямком вектора OM вiдбувається проти
годинникової стрiлки, i вiд’ємним — при поворотi за годинниковою стрiлкою.

Мають мiсце такi спiввiдношення:

tg(Arg z) =
y

x
, cos(Arg z) =

x
√

x2 + y2
, sin(Arg z) =

y
√

x2 + y2
.

Два комплексних числа z1 i z2 рiвнi тодi й тiльки тодi, коли їх модулi рiвнi,
а їх аргументи або рiвнi, або вiдрiзняються на величину, кратну 2π:

|z1| = |z2|, Arg z1 = Arg z2 + 2πn, n = 0,±1,±2, · · ·

Будь-яке комплексне число z = x + iy (z 6= 0) можна записати як у
тригонометричнiй формi

z = ρ(cos ϕ + i sin ϕ),

так i в показниковiй (або експоненцiальнiй) формi

z = ρeiϕ,

де введене позначення eiϕ = cos ϕ + i sin ϕ (формула Ейлера).
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Якщо два комплексних числа z1 i z2 заданi в тригонометричнiй формi
z1 = ρ1(cos ϕ1 + i sin ϕ1), z2 = ρ2(cos ϕ2 + i sin ϕ2), їх добуток знаходиться за
формулою

z1 · z2 = ρ1 · ρ2(cos(ϕ1 + ϕ2) + i sin(ϕ1 + ϕ2)),

|z1 · z2| = |z1| · |z2|, Arg(z1 · z2) = Arg z1 + Arg z2.

У той же час для частки маємо

z1

z2
=

ρ1

ρ2
(cos(ϕ1 − ϕ2) + i sin(ϕ1 − ϕ2)), z2 6= 0

|z1

z2
| =

|z1|
|z2|

, Arg
z1

z2
= Arg z1 − Arg z2.

Звiдси випливає, що аргументи комплексних чисел при множеннi дода-

ються, а при дiленнi — вiднiмаються.
Тому пiднесення комплексного числа z = ρ(cos ϕ+i sin ϕ) до натурального

степеня n здiйснюється за формулою

zn = ρn(cos nϕ + i sin nϕ),

|zn| = |z|n, Arg zn = n Arg z + 2πk, k = 0,±1,±2, · · ·
Тобто справджується формула Муавра

(cos ϕ + i sin ϕ)n = cos nϕ + i sin nϕ.

Аналогiчно, корiнь n-го степеня з комплексного числа z розглядається як
пiднесення до степеня 1/n:

n
√

z = n
√

|z|
(

cos
arg z + 2πk

n
+ i sin

arg z + 2πk

n

)

,

де k = 0, 1, 2, . . . ; n − 1.

Отже, корiнь n-го степеня має рiвно n рiзних значень. Тому при алгебрич-
них дiях iз членами вигляду zm/n вiдношення m/n повинне розглядатися як
нескоротний дрiб.
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1.1. Арифметичнi дiї з комплексними числами

Завдання: для комплексного числа знайти дiйсну та уявну частини, мо-

дуль та аргумент.

Приклад 1.1

Знайти модуль i аргумент комплексного числа z = − sin
π

8
− i cos

π

8
.

Розв’язання. Оскiльки x = − sin
π

8
< 0, y = − cos

π

8
< 0, точка z нале-

жить третьому квадранту. Тодi для головного значення аргументу матимемо

arg z = π+arctg
(

ctg
π

8

)

= π+arctg
(

tg
(π

2
− π

8

))

= π+arctg

(

tg
3π

8

)

=
11

8
π,

а повний аргумент дорiвнюватиме

Arg z =
11

8
π + 2πk (k = 0,±1,±2, . . .).

Модуль числа z знайдемо за формулою

|z| =
√

x2 + y2 =

√

sin2 π

8
+ cos2

π

8
= 1.

Рекомендацiї до виконання: при знаходженнi дiйсних та уявних частин

комплексних чисел слiд спочатку позбутися всiх степенiв уявної одини-

цi. Потiм позбутися комплексних чисел у знаменнику, множачи чисель-

ник i знаменник дробу на число, спряжене знаменнику. Далi здiйснити

елементарнi алгебричнi перетворення, для зведення числа до вигляду z =

Re z + i Im z. Знайдених уявної та дiйсної частин буде достатньо для зна-

ходження модуля i аргументу комплексного числа i подальшого зображення

його в експоненцiальнiй або тригонометричнiй формi.

1.1.1.

(

1 + 2i36

3 − 4i73

)

.

1.1.2.

(

5 − 4i +
3

2

)2

.

1.1.3.
1

i
− 1 − i

1 + i
− 2

1 − 3i
.

1.1.4.
1 + 2i2 − 3i3 + 4i4 − 5i5

10
.

1.1.5.

( 1
2 − i34

i − i7

)3

.

1.1.6.
1

7
i + (i2 + 2i5 − 3i90)2.

1.1.7.
1

2
i10 +

2

3
i8 +

3

4
i6 +

4

5
i4.

1.1.8.
2i − 3 + i

i109

−1 + i33
.

1.1.9.
(1 + i)(3 − 2i)

−i + 2
i

.

1.1.10.
1 + i67

3
− i214

1 + 2i
.

1.1.11.
−i

5
+

(

i157

1 + i

)3

.

1.1.12.

(

2 + 3i

i

)3

.
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1.1.13.
i432 − i987

i234 + i789
− 1.

1.1.14.

(−i432 + 1
3

−1 − i

)3

.

1.1.15.
1

i5 + 2i4 − 3i3 + 4i2 − 5i
.

1.1.16.

(

i + 1

−1
i + 2

)2

.

1.1.17.

(

−3 + i101
)2

i − i2 + i−3
.

1.1.18.
i222 + 2

−i
− −10

1 − 2i
.

1.1.19.
(i99 − i17)−2

i − i−36
− 3

2
.

1.1.20. 1 − 1

i10
+

1

i20
− 1

i30
+

1

i40
− 1

i50
.

Приклад 1.2

Записати комплексне число z = (1 + i)(1 + i
√

3) у тригонометричнiй i
експоненцiальнiй формах.

Розв’язання. Запишемо z = z1 · z2, де z1 = 1 + i, z2 = 1 + i
√

3. Для чисел
z1 i z2 знайдемо модулi й аргументи:

|z1| =
√

x2 + y2 =
√

1 + 1 =
√

2, |z2| =
√

x2 + y2 =
√

1 + 3 = 2.

Оскiльки числа z1 i z2 належать першому квадранту

argz1 = arctg
y

x
= arctg

1

1
=

π

4
, argz2 = arctg

y

x
= arctg

√
3

1
=

π

3
.

Зважаючи на те, що при множеннi комплексних чисел їх модулi перемно-
жуються, а аргументи додаються, матимемо

|z| = |z1| · |z2| = 2
√

2, argz = arg z1 + argz2 =
π

4
+

π

3
=

7π

12
.

Отже,

z = (1 + i)(1 + i
√

3) = 2
√

2

(

cos

(

7π

12
+ 2πk

)

+ i sin

(

7π

12
+ 2πk

))

,

або

z = 2
√

2e
i

(

7π

12
+ 2πk

)

, k = 0,±1,±2, . . .

Завдання: записати комплексне число z у тригонометричнiй i експонен-

цiальнiй формах.

1.1.21. z = (−1 − i)(1 + i
√

3).

1.1.22. z = (1 − i
√

3)4.

1.1.23. z = (−1 + i
√

3)2.

1.1.24. z = −2(−1 −
√

3i)3.

1.1.25. z = 1 − cos α + i sin α.

1.1.26. z = −22.
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1.1.27. z = −1

2
−

√
3

2
.

1.1.28. z =
1

3i
.

1.1.29. z = (1 + i)16.

1.1.30. z =
1 − i

1 + i
.

1.1.31. z =
1

1 − i5
.

1.1.32. z = (1 − i
√

3)4.

1.1.33. z =
1

−2i6
.

1.1.34. z = (1 + i)121.

1.1.35. z = (
√

3 + i)126.

1.1.36. z =
1 −

√
3i

1 +
√

3i
.

1.1.37. z = −1

2
+

i
√

5

2
.

1.1.38. z = sin α − i cos α.

1.1.39. z = −i.

1.1.40. z =
5 + 3i

√
3

i
.

Завдання: довести рiвнiсть (тотожнiсть).

1.1.41. (z1 − z2) = z̄1 − z̄2.

1.1.42.
z1

z2
=

z̄1

z̄2
.

1.1.43. |z̄| = |z|.

1.1.44. z − z̄ = 2i Im z.

1.1.45. Im z =
z − z̄

2i
.

1.1.46. (z1 + z2) = z̄1 + z̄2.

1.1.47. (z1 · z2) = z̄1 · z̄2.

1.1.48. (zn) = (z̄)n.

1.1.49. z̄ · z = |z|2.

1.1.50. (z̄1 + z̄2) = z1 + z2.

1.2. Геометрична iнтерпретацiя комплесних чисел

Завдання: геометрично побудувати числа на комплекснiй площинi.

Рекомендацiї до виконання: при виконаннi нижчеподаних завдань слiд

геометрично побудувати шуканi числа на комплекснiй площинi, записати

їх в експоненцiальнiй або тригонометричнiй формi й виконати необхiднi

алгебричнi операцiї.

1.2.1. На комплекснiй площинi знайти число z, що є точкою вiдрiзку мiж
z1 та z2, яка знаходиться вiд z2 вдвiчi далi, нiж вiд z1.

1.2.2. У який вектор перейде вектор z = a + ib при дзеркальному вiд-
ображеннi вiдносно бiсектриси першого квадранта?

1.2.3. У який вектор перейде вектор z = 3i−
√

3 пiсля повороту його на
кут 90◦?
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1.2.4. У який вектор перейде вектор z = −i−
√

3 пiсля повороту його на
кут 120◦?

1.2.5. Знайти кут, на який треба повернути вектор z1 = 4 − 3i, щоб вiн

перейшов у вектор z2 = − 5√
2

+
5√
2
i.

1.2.6. Знайти кут, на який треба повернути вектор z1 = 3
√

2+ i2
√

2, щоб

вiн перейшов у вектор z2 =
5√
2
− 5√

2
i.

1.2.7. Знайти кут, на який треба повернути вектор z1 = i − 5, щоб отри-

мати вектор z2 = − 5√
2

+
5√
2
i.

1.2.8. Знайти вектор, у який перейде вектор z = 3 + 4i пiсля його збiль-
шення вдвiчi й повороту на 45◦.

1.2.9. Центр квадрата знаходиться в точцi z0 = 1+ i, одна з його вершин
— у точцi z1 = 1 − i. У яких точках знаходяться iншi вершини квадрата?

1.2.10. Нехай z1, z2, · · · zn – коренi рiвняння zn − 1 = 0 (n > 1). Довести,
що z1 + z2 + · · · + zn = 0.

Завдання: довести нерiвнiсть геометричним шляхом i визначити, коли

має мiсце рiвнiсть.

1.2.11. |z1 + z2| 6 |z1| + |z2|. 1.2.12. |z1 − z2| > ||z1| − |z2||.
Завдання: довести нерiвнiсть алгебричним шляхом i визначити, коли

має мiсце рiвнiсть.

1.2.13. |z1 + z2| 6 |z1| + |z2|. 1.2.14. |z1 − z2| > ||z1| − |z2||.
Завдання: довести нерiвнiсть.

1.2.15.

∣

∣

∣

∣

z

|z| − 1

∣

∣

∣

∣

6 |argz|. 1.2.16. |z − 1| 6 ||z| − 1| + |z||argz|.

Завдання: довести тотожнiсть.

1.2.17. |z1 + z2|2 + |z1 − z2|2 = 2
(

|z1|2 + |z2|2
)

.

1.2.18. |1 − z̄1z2|2 − |z1 − z2|2 = (1 + |z1z2|)2 − (|z1| + |z2|)2 .

1.2.19. |z1 + z2| + |z1 − z2| =

∣

∣

∣

∣

z1 +
√

z2
1 − z2

2

∣

∣

∣

∣

+

∣

∣

∣

∣

z1 −
√

z2
1 − z2

2

∣

∣

∣

∣

.

1.2.20.

∣

∣

∣

∣

z +
1

2

∣

∣

∣

∣

2

+ i

∣

∣

∣

∣

z +
i

2

∣

∣

∣

∣

2

− (1 + i)|z|2 − 1

4
(1 + i) = z.
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1.3. Корiнь n-го степеня

Завдання: обчислити значення кореня.

Приклад 1.3

Знайти всi значення 4
√

1 − i.
Розв’язання. Зведемо комплексне число 1 − i до тригонометричного ви-

гляду

1 − i =
√

2
[

cos
(

−π

4

)

+ i sin
(

−π

4

)]

.

Отже, за формулою Муавра

4
√

1 − i =
8
√

2



cos





−π

4
+ 2πk

4



 + i sin





−π

4
+ 2πk

4







 .

Обираючи значення k = 0, 1, 2, 3, знайдемо

(k = 0) 4
√

1 − i =
8
√

2
(

cos
π

16
− i sin

π

16

)

,

(k = 1) 4
√

1 − i =
8
√

2

(

cos
7π

16
+ i sin

7π

16

)

,

(k = 2) 4
√

1 − i =
8
√

2

(

cos
15π

16
+ i sin

15π

16

)

,

(k = 3) 4
√

1 − i =
8
√

2

(

cos
23π

16
+ i sin

23π

16

)

.

1.3.1. 7
√

i.

1.3.2. 3
√

125i.

1.3.3.
3
√

64i5.

1.3.4. 8
√

−i9.

1.3.5.

√

1 − i
√

3.

1.3.6. 4
√
−64.

1.3.7. 3
√

i − 1.

1.3.8. 5
√

32i.

1.3.9. 3
√

1 − i.

1.3.10. 3
√

8 − 6i.

1.3.11. 3
√

3 − 4i.

1.3.12. 6
√

−i21.

1.3.13.
4

√

i +
√

3.

1.3.14.
7
√

i37.

1.3.15. 7
√

(1 − i)5.

1.3.16.
4

√

i +
√

3.

1.3.17.
7
√

i37.

1.3.18. 7
√

(1 − i)5.

1.3.19.
5

√

(−1 −
√

3i)3.

1.3.20.
5

√

(−1 −
√

3i)3.
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1.4. Рiвняння в комплексних змiнних

Завдання: розв’язати рiвняння i позначити розв’язки точками на ком-

плекснiй площинi.

Приклад 1.4

Розв’язати рiвняння (2 − i)x + (1 + 2i)y = 3 + i.
Розв’язання. Розкриємо дужки i вiдокремимо дiйснi та уявнi числа в лiвiй

частинi
2x + y + i(−x + 2y) = 3 + i.

Оскiльки рiвнiсть комплексних чисел означає рiвнiсть їх дiйсних i уявних
частин, матимемо систему рiвнянь

{

2x + y = 3,

−x + 2y = 1.

Розв’язуючи систему, отримаємо x = 1, y = 1, z = x + iy = 1 + i.
Приклад 1.5

Розв’язати рiвняння z6 + 1 + i = 0.
Розв’язання. Задача зводиться до обчислення коренiв 6

√
−1 − i. Спочатку

знайдемо модуль i аргумент числа (−1 − i): | − 1 − i| =
√

2, arg(−1 − i) =

π + arctg
y

x
=

5π

4
. За формулою Муавра

zk = 6
√
−1 − i =

12
√

2e
i

(

5π

24
+

πk

3

)

, k = 0, 1, 2, 3, 4, 5

Рекомендацiї до виконання: при розв’язаннi нижчеподаних рiвнянь слiд

розумiти, що рiвнiсть двох комплексних чисел потребує рiвностi їх дiйсних

та уявних частин. Крiм того, коренi n-степеня знаходяться у вершинах

правильного n-кутника, з центром у початку координат.

1.4.1. z6 = 64.

1.4.2. z7 + 1 = 0.

1.4.3. z̄ = z3.

1.4.4. |z| − z = 1 + 2i.

1.4.5. z8 + 2
√

3z4 + 4 = 0.

1.4.6. z2 + i = 0.

1.4.7. z6 − 4z3 + 8 = 0.

1.4.8. z3 + 3z2 + 3z + 3 = 0.

1.4.9. z4 − 4z3 + 6z2 − 4z − 15 = 0.

1.4.10. cos x + i sin x = sin x + i cos x.

1.4.11. 2|z| − 3z = 1 − 2i.

1.4.12. z2 + 2 − i = 0.
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1.4.13. z5 + 32 = 0.

1.4.14. z8 − 2z4 + 2 = 0.

1.4.15. z4 + 81 = 0.

1.4.16. 3|z| + 5z + 6z̄ = 2 − 3i.

1.4.17. z6 − 3z3 + 11 = 0.

1.4.18. (1 + 3i)x − (2 − 5i)y = i3.

1.4.19. z9 + 256i = 0.

1.4.20. (i7 − 1)x − iy = −1 + i5.

1.5. Кривi на комплекснiй площинi

Завдання: визначити вид кривої на комплекснiй площинi.

Приклад 1.6

Яка крива визначається рiвнянням Re

(

1

z

)

=
1

4
?

Розв’язання. Нехай z = x + iy. Маємо

Re

(

1

z

)

=

(

1

z

)

+
1

z

2
=

1

z̄
+

1

z
2

=
z + z̄

2zz̄
=

x

x2 + y2
.

Згiдно з умовою
x

x2 + y2
=

1

4
маємо x2 + y2 − 4x = 0, що є рiвнянням кола

радiуса 2 iз центром у точцi (2,0): (x − 2)2 + y2 = 4.
Рекомендацiї до виконання: при знаходженнi рiвняння кривої слiд зобра-

зити задану лiву частину рiвностi через Re z = x i Im z = y i, засто-

сувавши рiвнiсть двох комплексних чисел, одержати аналiтичний вираз

y = f(x), який i задає криву на комплекснiй площинi.

1.5.1. Re
z − 1

z + 1
= 0.

1.5.2. Re
z − a

z + a
= 0.

1.5.3. Re
z − 2

z + 2
= 0.

1.5.4. Im
z − 2

z + 2
= 0.

1.5.5. Re
z − 3

z + 3
= 0.

1.5.6. Im
z − 5

z + 5
= 0.

1.5.7. Re
z − 4

z + 4
= 0.

1.5.8. Im
z − a

z + a
= 0.

1.5.9. Re
1

z
= C, −∞ < C < ∞.

1.5.10. Im
1

z
= C, −∞ < C < ∞.

1.5.11. Re z2 = C, −∞ < C < ∞.

1.5.12. Im z2 = C, −∞ < C < ∞.

1.5.13.

∣

∣

∣

∣

z − z1

z − z2

∣

∣

∣

∣

= λ, λ > 0.

1.5.14. arg
z − z1

z − z2
= α, −π < α 6 π.
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1.5.15. Re z + Im z = 1.

1.5.16. Re(z2 − z̄) = 0.

1.5.17. Re(1 + z) − |z| = 0.

1.5.18. |zz̄ − i| = Re(z − 1) + 1.

1.5.19.

∣

∣

∣

∣

z − i

z + i

∣

∣

∣

∣

= 1.

1.5.20.

∣

∣

∣

∣

z + i

z − i
+ i

∣

∣

∣

∣

= 2.

Завдання: визначити криву, записану в параметричнiй формi.

Приклад 1.7

Визначити вид кривої
1 + t

1 − t
+ i

2 + t

2 − t
, записаної в параметричнiй формi.

Розв’язання. Для знаходження виду кривої y = f(x) запишемо систему

1 + t

1 − t
+ i

2 + t

2 − t
= x + iy ⇒











1 + t

1 − t
= x,

2 + t

2 − t
= y.

Iз першого рiвняння системи знайдемо залежнiсть t = f(x) =
x − 1

x + 1
i

пiдставимо у друге рiвняння, звiдси i знайдемо шукане рiвняння гiперболи

y =
3x + 1

x + 3
= 3 − 8

x + 3
.

Рекомендацiї до виконання: у даних рiвностях слiд видiлити дiйснi й

уявнi частини z, зображенi в параметричнiй формi x = x(t) i y = y(t), i

побудувати залежностi y = f(x).

1.5.21. z = 3 sec t + 2i tg t.

1.5.22. z = − sec t + 3i tg t.

1.5.23. z = 3 tg t + 4i sec t.

1.5.24. z = −4 tg t − 2i sec t.

1.5.25. z = ctg t − 2i cosec t.

1.5.26. z = 3 ch 2t + 2i sh 2t.

1.5.27. z = 5 sh 4t + 4i ch 4t.

1.5.28. z = −4 sh 5t − 5i ch 5t.

1.5.29. z =
2

ch 2t
+ 4i th 2t.

1.5.30. z = 2e2it − 1

e2it
.

1.5.31. z = t2 + 4t + 20 − i(t2 + 4t + 4).

1.5.32. z = t2 + 2t + 5 + i(t2 + 2t + 1).

1.5.33. z = 2t2 + 2t + 1 − i(t2 + t + 4).

1.5.34. z = t2 − 2t + 3 + i(t2 − 2t + 1).

1.5.35. z = − sec t + 2i tg t.

1.5.36. z = −5 tg t + 5i sec t.

1.5.37. z = i sec t − 2 tg t.

1.5.38. z = tg t + 3i sec t.
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1.5.39. z = th 5t +
5i

ch 5t
. 1.5.40. z = 3eit − 1

2eit
.

1.6. Областi на комплекснiй площинi

Завдання: визначити, яку область описує нерiвнiсть.

Приклад 1.8

Яка множина точок на комплекснiй площинi вiдповiдає умовi Im z2 > 2?
Розв’язання. Нехай z = x + iy. Тодi

z2 = (x + iy)2 = (x2 − y2) + 2ixy.

Тобто Im z2 = 2xy. Згiдно з умовою 2xy > 2 маємо xy > 1, що описує
множину точок у першому та третьому квадрантах, над i пiд гiперболою
xy = 1.

Приклад 1.9

Яку область описує нерiвнiсть |z| + Re z < 1?
Розв’язання. Нехай z = ρ(cos ϕ + i sin ϕ). Тодi |z| = ρ, Re z = ρ cos ϕ.

Згiдно з умовою ρ + ρ cos ϕ < 1 маємо ρ <
1

1 + cos ϕ
.

Цю нерiвнiсть задовольняють усi точки, що належать внутрiшностi за-

мкненої кривої ρ =
1

1 + cos ϕ
, яка є параболою, записаною в полярних коор-

динатах.

1.6.1. |z| 6 1, Re z > 2, Im z > 3.

1.6.2. |z − i| > 1.

1.6.3. 0 6 |z + i| < 2.

1.6.4. |π − arg z| >
π

4
.

1.6.5. 1 6 |z + i| 6 2.

1.6.6. |z − i| < 1, −1 6 Re z < 1.

1.6.7. 1 < |z + 1| 6 2.

1.6.8. |z − 1| 6 1, |z + 1| > 2.

1.6.9. |z + i| > 1, |z| < 2.

1.6.10. |z + 1| > 1, |z + i| < 1.

1.6.11. |z + 1| < 1, |z − i| 6 1.

1.6.12. |z + i| 6 2, |z − i| > 2.

1.6.13. |z + i| < 2, 0 < Re z 6 1.

1.6.14. |z − i| 6 2, 0 < Im z < 2.

1.6.15. |z| 6 1, arg(z + i) >
π

4
.

1.6.16. |Re z| 6 1, | Im z| < 2.

1.6.17. |z − i| 6 1, 0 < arg z <
π

4
.

1.6.18. zz̄ < 2, Re z 6 1, Im z > −1.
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1.6.19. |z − i| 6 2, Re z > 1. 1.6.20. zz̄ 6 2, Re z < 1, Im z > −1.

Завдання: записати в комплекснiй формi рiвняння для областi.

1.6.21. Перший квадрант комплексної площини.

1.6.22. Другий квадрант комплексної площини.

1.6.23. Третiй квадрант комплексної площини.

1.6.24. Пiвкруг радiуса 1 (без кола) iз центром у точцi z = 0, розташова-
ний лiворуч вiд осi Im z.

1.6.25. Пiвкруг радiуса 2 (без кола) iз центром у точцi z = 1, розташова-
ний праворуч вiд осi Im z.

1.6.26. Пiвплощина, розташована лiворуч вiд осi Im z.

1.6.27. Пiвплощина, що розташована вище осi Re z i складається з точок,
якi вiддаленi вiд осi Re z на вiдстань не меншу нiж 2.

1.6.28. Пiвплощина, що розташована нижче осi Re z i складається з то-
чок, якi вiддаленi вiд осi Re z на вiдстань не меншу нiж 3.

1.6.29. Пiвплощина, розташована праворуч вiд осi Im z.

1.6.30. Пiвплощина, розташована лiворуч вiд осi Im z.

1.6.31. Пiвплощина, що розташована вище осi Re z i складається з точок,
якi вiддаленi вiд осi Re z на вiдстань не меншу нiж 4.

1.6.32. Пiвплощина, що розташована нижче осi Re z i складається з то-
чок, якi вiддаленi вiд осi Re z на вiдстань не бiльшу 3.

1.6.33. Полоса, що складається iз точок, вiддалений вiд осi Re z на вiд-
стань не бiльшу 2.

1.6.34. Полоса, що складається з точок, якi вiддаленi вiд осi Im z на вiд-
стань не меншу нiж 1.

1.6.35. Полоса, що складається з точок, якi вiддаленi вiд осi Re z на вiд-
стань не бiльшу 2.

1.6.36. Область, що складається iз точок, якi знаходяться праворуч вiд
уявної осi на вiдстанi не меншiй 2 i знизу вiд дiйсної осi на вiдстанi не бiльше 3.

1.6.37. Область, що складається iз точок, якi знаходяться лiворуч вiд
уявної осi на вiдстанi не меншiй 3 i не бiльшiй 1.

1.6.38. Область, що складається iз точок, якi знаходяться вiд обох осей
на вiдстанi не бiльшiй 3.

1.6.39. Область, що складається iз точок, якi знаходяться вiд обох осей
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на вiдстанi не бiльшiй 4 i не меншiй 3.

1.6.40. Область, що складається з точок, якi знаходяться вiд обох осей
на вiдстанi не меншiй 1.

2. Елементарнi функцiї комплексної змiнної

2.1. Тригонометричнi та гiперболiчнi функцiї

Значення показникової функцiї комплексної змiнної z = x + iy обчи-
слюють за формулою

ez = ex(cos y + i sin y).

Показникова функцiя ez має такi властивостi:

ez1+z2 = ez1 · ez2,

де z1 й z2 – будь-якi комплекснi числа;

ez+2πki = ez, k = 0,±1,±2, . . . ,

тобто ez — перiодична функцiя з основним перiодом 2πi.
Тригонометричнi функцiї sin z i cos z виражаються через показникову:

sin z =
eiz − e−iz

2i
, cos z =

eiz + e−iz

2
.

Функцiї sin z i cos z – перiодичнi з дiйсним перiодом 2π i мають тiльки
дiйснi нулi z = πk та z =

π

2
+ πk (k = 0,±1,±2, . . .) вiдповiдно.

Функцiї tg z i ctg z визначаються рiвностями

tg z =
sin z

cos z
, ctg z =

cos z

sin z
.

Для тригонометричних функцiй комплексної змiнної залишаються прав-
дивими усi вiдомi формули тригонометрiї.

Гiперболiчнi функцiї sh z, ch z, th z, cth z визначаються рiвностями

sh z =
ez − e−z

2
, ch z =

ez + e−z

2
, th z =

sh z

ch z
, cth z =

ch z

sh z
.

Мають мiсце тотожностi sh z = −i sin iz, ch z = cos iz.
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Завдання: знайти значення тригонометричних та гiперболiчних фун-

кцiй.

Приклад 2.1

Обчислити значення sin(5 − i).
Розв’язання

sin(5 − i) =
1

2i

[

e1+5i − e−1−5i
]

= − i

2

[

e(cos 5 + i sin 5) − e−1(cos 5 − i sin 5)
]

=

=
e + e−1

2
sin 5 − i

e − e−1

2
cos 5 = sin 5 ch 1 − i cos 5 sh 1.

Рекомендацiї до виконання: при обчисленнi значень кругових та гiпербо-

лiчних функцiй слiд застосовувати вiдомi з курсу тригонометрiї формули

синусiв, косинусiв, тангенсiв та котангенсiв для сум та рiзниць їх аргумен-

тiв. Наприклад, cos(3 − 5i) = cos(α − β) = cos 3 cos(5i) + sin 3 sin(5i). Обчи-

слення значень одержаних функцiй вiд уявних чисел слiд здiйснювати через

показникову функцiю: cos(5i) =
e−5 + e5

2
= ch 5, sin(5i) =

e−5 − e5

2i
= i sh 5.

2.1.1. sin
(π

4
+ 2i

)

.

2.1.2. sin
(π

3
+ i

)

.

2.1.3. tg πi.

2.1.4. sin
(π

3
− 2i

)

.

2.1.5. sin πi.

2.1.6. cos
(π

4
+ i

)

.

2.1.7. cos
(π

4
− 2i

)

.

2.1.8. cos πi.

2.1.9. cos
(π

6
− i

)

.

2.1.10. sin
(π

2
− 5i

)

.

2.1.11. cos(2 + i).

2.1.12. sin 2i.

2.1.13. cos
(π

3
+ 3i

)

.

2.1.14. ctg πi.

2.1.15. sin(π + iln2).

2.1.16. cos
(π

6
+ 2i

)

.

2.1.17. sin(π − iln2).

2.1.18. sin
(π

6
− 3i

)

.

2.1.19. sh

(

2 +
πi

4

)

.

2.1.20. sh(2 − 3i).

2.1.21. sh

(

3 +
πi

6

)

.

2.1.22. sh

(

1 − πi

3

)

.

2.1.23. sh(2 − πi).

2.1.24. ch

(

1 +
πi

3

)

.

2.1.25. ch(1 − πi).

2.1.26. ch

(

2 − πi

6

)

.

2.1.27. ch

(

1

4
− i

2

)

.

2.1.28. th πi.

2.1.29. th

(

ln3 +
πi

4

)

.

2.1.30. th
1

i − 2
.

2.1.31. sh

(

i − i7 +
i

4

)

.

2.1.32. cth(2 + i).

2.1.33. sh

(

1 +
πi

2

)

.

2.1.34. sh
πi

2
.
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2.1.35. tg(2 − i).

2.1.36. ctg
(π

4
− iln2

)

.

2.1.37. ch

(

3 +
πi

4

)

.

2.1.38. ch

(

2 +
πi

2

)

.

2.1.39. ch

(

1 − 1

i2

)

.

2.1.40. th(2i − 1).

2.2. Логарифмiчна та оберненi тригонометричнi й гiперболiчнi

функцiї

Логарифмiчна функцiя Ln z, де z 6= 0, визначається як функцiя, обер-
нена до показникової, причому

Ln z = ln |z| + i Arg z = ln |z| + i(argz + 2πk), k = 0,±1,±2, . . .

Значення функцiї при k = 0 називають головним значенням логари-

фма i позначають як ln z = ln |z| + i arg z.
Логарифмiчна функцiя має такi властивостi:

Ln(z1 · z2) = Ln z1 + Ln z2, Ln

(

z1

z2

)

= Ln z1 − Ln z2,

Причому не слiд забувати, що Ln z — багатозначна функцiя, значення якої
утворюють множину. Тому Ln z2 = Ln z + Ln z 6= 2 Ln z, тобто

Ln zn = n Ln z + 2πki, Ln n
√

z =
1

n
Ln z + 2πki, k = 0,±1,±2, . . . .

Функцiї Arcsin z, Arccos z, Arctg z, Arcctg z визначаються як оберненi

до функцiй sin z, cos z, tg z, ctg z вiдповiдно. Так, якщо z = cos ω, то ω на-
зивається арккосинусом числа z i позначається w = Arccos z. Усi цi функцiї
багатозначнi й виражаються через логарифмiчну функцiю:

Arcsin z = −i Ln(iz ±
√

1 − z2), Arccos z = −i Ln(z ±
√

z2 − 1).

Arctg z = − i

2
Ln

1 + iz

1 − iz
, Arcctg z =

i

2
Ln

z − i

z + i
.

Оберненi функцiї, що вiдповiдають головному значенню логарифма, по-
значаються тими ж символами з малої лiтери (arcsin z, arccos z, arctg z, arcctg z)
i називаються головними значеннями.

Оберненi гiперболiчнi функцiї Arsh z, Arch z, Arth z i Arcth z назива-
ються ареасинусом, ареакосинусом, ареатангенсом та ареакотангенсом i зна-
ходяться за формулами

Arch z = Ln
(

z ±
√

z2 − 1
)

, Arsh z = Ln
(

z ±
√

z2 + 1
)

,

19



Arth z =
1

2
Ln

(

1 + z

1 − z

)

, Arcth z =
1

2
Ln

(

z + 1

z − 1

)

.

Узагальнена степенева функцiя ω = zα, де α – будь-яке комплексне
число, визначається спiввiдношенням

zα = eα Ln z, z 6= 0.

Ця функцiя, зрозумiло, теж багатозначна, а її значення zα = eα ln z називає-
ться головним значенням.

Узагальнена показникова функцiя ω = αz, α 6= 0 визначається рiв-
нiстю

αz = ez Lnα.

Для цiєї функцiї головним значенням буде αz = ez ln a.
Завдання: знайти значення логарифмiчної функцiї.

Приклад 2.2

Обчислити значення Ln(−i).
Розв’язання

Ln(−i) = ln | − i| + i arctg(−i) + 2πki = ln 1 + i

(

3π

2

)

+ 2πki =

=

(

3π

2
+ 2πk

)

i, k = 0,±1,±2, . . . .

Рекомендацiї до виконання: при обчисленнi значень логарифмiчної фун-

кцiї слiд для її аргументу видiлити дiйсну й уявну частини, знайти модуль

i аргумент i застосувати означення логарифма.

2.2.1. Ln(2 + i).

2.2.2. Ln(−1 + i).

2.2.3. Ln 6.

2.2.4. Ln(
√

3 + i).

2.2.5. Ln(1 +
√

3i).

2.2.6. Ln(−1 − i).

2.2.7. Ln(1 − i).

2.2.8. Ln

(

1 ± i√
2

)

.

2.2.9. Ln(2 ± 3i).

2.2.10. Ln(3 − 2i).

2.2.11. Ln(ii).

2.2.12. Ln

(

2 +
1

i

)

.

2.2.13. Ln(−i).

2.2.14. Ln

(

6

i

)

.

2.2.15. Ln(i − 1)2.

2.2.16. Ln(4i).

2.2.17. Ln(1999).

2.2.18. Ln

(

1

3
+ i

)

.

2.2.19. Ln

(

1

i9

)

.

2.2.20. Ln

(

5 − i +
5

i

)

.
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Завдання: знайти значення обернених функцiй.

Приклад 2.3

Обчислити значення Arctg(1 + i).
Розв’язання

Arctg(1 + i) = − i

2
Ln

1 + i(1 + i)

1 − i(1 + i)
= − i

2
Ln

i

2 − i
= − i

2
Ln

(

−1

5
+

2

5
i

)

,

але

Ln

(

−1

5
+

2

5
i

)

= − ln
√

5 − i arctg 2 + (2k + 1)πi.

У результатi маємо

Arctg(1 + i) = −1

2
arctg 2 + (2k + 1)

π

2
+

i

2
ln
√

5, k = 0,±1,±2, . . .

Рекомендацiї до виконання: обчислення значень обернених функцiй бiльш

громiздке. Спочатку, зробивши перехiд до логарифмiчної функцiї, слiд вико-

нати необхiднi перетворення в аргументi логарифма, потiм видiлити його

дiйсну й уявну частини i за означенням обчислити значення логарифмiчної

функцiї.

2.2.21. Arth

(

3 + 2
√

3i

7

)

.

2.2.22. Arctg(1 + i).

2.2.23. Arccos 2i.

2.2.24. Arch (−2) .

2.2.25. Arcctg(1 + 2i).

2.2.26. Arctg

(

−2
√

3 + 3i

3

)

.

2.2.27. Arctg

(

3 + 4i

5

)

.

2.2.28. Arth

(

3 + 2
√

3i

3

)

.

2.2.29. Arccos (−5) .

2.2.30. Arctg

(

3
√

3 + 8i

7

)

.

2.2.31. Arcsin (4) .

2.2.32. Arcth

(

3 − 4i

5

)

.

2.2.33. Arctg

(

−2
√

3 + 3i

7

)

.

2.2.34. Arch (3i) .

2.2.35. Arccos (−3i) .

2.2.36. Arcctg

(

5 + 3i

5

)

.

2.2.37. Arcth

(

8 + 3
√

3i

7

)

.

2.2.38. Arcctg

(

3
√

3 − 8i

7

)

.

2.2.39. Arcctg

(

2
√

3 + 3i

7

)

.

2.2.40. Arth

(

4 − 3i

5

)

.
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Завдання: обчислити значення узагальненої степеневої функцiї.

Приклад 2.4

Обчислити значення (−3 − 4i)i.
Розв’язання

(−3 − 4i)i = ei Ln(−3−4i) = e
i(ln 5 + i arctg

−4

−3
+ iπ + 2πki)

=

= e
− arctg

4

3
− 2π(k + 1/2)

(cos ln 5 + i sin ln 5), k = 0,±1,±2, . . .

Рекомендацiї до виконання: при обчисленнi значень узагальнених степе-

невих функцiй слiд застосувати формулу λµ = eµLnλ i означення логари-

фмiчної функцiї та формулу Ейлера, де це необхiдно.

2.2.41. 1−i.

2.2.42. (1 + i)i.

2.2.43. 21−i.

2.2.44. (−2)
√

2.

2.2.45. e1+iπ
4 .

2.2.46. (−3 − 4i)i.

2.2.47. (−i)5i.

2.2.48. 12i.

2.2.49. i3i.

2.2.50. (−1)4i.

2.2.51. i
1
i .

2.2.52. (−1)
√

i.

2.2.53. (3 − 4i)1−i.

2.2.54. ii
i

.

2.2.55. (1 − i)3−3i.

2.2.56. (−3 + 4i)1−i.

2.2.57.

(

1 − i√
2

)1+i

.

2.2.58. ii.

2.2.59.

(

1 + i√
2

)2i

.

2.2.60.

(√
3

2
+

i

2

)1+i

.

2.3. Рiвняння з елементарними функцiями

Завдання: знайти розв’язки рiвнянь i позначити їх точками на компле-

кснiй площинi.

Приклад 2.5

Розв’язати рiвняння cos z = 2i.
Розв’язання

z = Arccos 2i = −i Ln(2i ±
√

5i);

z1 = −i
[

ln(2 +
√

5) +
π

2
i + 2πki

]

= −i ln(2+
√

5)+
π

2
+2πk, k = 0,±1,±2, . . .

z2 = −i

[

ln(
√

5 − 2) +
3π

2
i + 2πni

]

= −i ln(
√

5−2)+
3π

2
+2πn, n = 0,±1,±2, . . .
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Приклад 2.6

Розв’язати рiвняння e2z + 2ez − 3 = 0.
Розв’язання. Маємо квадратне рiвняння вiдносно ez, розв’язки якого ez =

1 i ez = −3. Обчислимо значення виразiв z = Ln(1) z = Ln(−3). За означен-
ням логарифма

Ln(−3) = ln | − 3| + i(arg(−3) + 2πk) = ln 3 + (2k + 1)πi,

Ln 1 = ln 1 + 2πki,

де k = 0,±1,±2, . . .

Рекомендацiї до виконання: при розв’язаннi рiвнянь iз елементарними

функцiями застосовують такий алгоритм: функцiональними перетворен-

нями зводять рiвняння до вигляду f(z) = ξ, де f(z) — елементарна функцiя;

ξ — комплексне число, далi переходять до оберненої функцiї. При обчислен-

нi оберненої функцiї слiд бути уважними при врахуваннi всiх можливих

значень, щоб не втратити необхiдних коренiв.
2.3.1. sin z + cos z = 2.

2.3.2. cos z =
3 + i

4
.

2.3.3. 4 cos z + 5 = 0.

2.3.4. ctg z = −3i

5
.

2.3.5. ez + i = 0.

2.3.6. ch z =
1

2
.

2.3.7. sh iz = −i.

2.3.8. sin z − cos z = i.

2.3.9. sin z = πi.

2.3.10. sh z − ch z = 2i.

2.3.11. tg z =
5i

3
.

2.3.12. e2z + 2ez − 3 = 0.

2.3.13. sin z =
5

3
.

2.3.14. sin z − cos z = 3.

2.3.15. ch z = i.

2.3.16. sh z =
i

2
.

2.3.17. ch z + sh z = i.

2.3.18. eia = cos πa, a ∈ R.

2.3.19. ch z − sh z = 1.

2.3.20. Ln(z + i) = 0.
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3. Диференцiювання та iнтегрування функцiй

комплексної змiнної

Якщо для функцiї f(z), означеної в деякому околi точки z0, iснує скiн-

ченна границя
f(z0 + 4z) − f(z0)

4z
при 4z → 0, то така границя називається

похiдною функцiї f(z) у точцi z0 i позначається як f ′(z), а функцiя називає-
ться диференцiйовною в точцi z0.

Для того щоб функцiя f(z) = U(x, y) + iV (x, y) була диференцiйовною в
точцi z = x+ iy, необхiдно i достатньо, щоб у точцi (x, y) були диференцiйов-
ними функцiї U(x, y) i V (x, y) i виконувалися умови

∂U

∂x
=

∂V

∂y
,

∂U

∂y
= −∂V

∂x
,

якi мають назву умов Кошi–Рiмана або Даламбера–Ейлера.
Похiдна диференцiйовних функцiй обчислюється за формулами

f ′(z) =
∂U

∂x
+ i

∂V

∂x
=

∂V

∂y
− i

∂U

∂y
=

∂U

∂x
− i

∂U

∂y
=

∂V

∂y
+ i

∂V

∂x
.

Але з умов Кошi–Рiмана випливає, що
∂f

∂z̄
= 0, тобто

df

dz
=

∂f

∂z
i всi формули

диференцiювання, отриманi в математичному аналiзi, залишаються правиль-
ними i в комплексному аналiзi.

Функцiя f(z) називається диференцiйовною в областi, якщо вона дифе-
ренцiйовна в кожнiй точцi цiєї областi. Функцiї, диференцiйовнi в областi,
називаються також регулярними або аналiтичними. Таким чином, для
регулярностi функцiї в областi G необхiдно, щоб вона була неперервно дифе-
ренцiйовною в цiй областi.

Застосовуючи умови Кошi–Рiмана, можна вiдновити аналiтичну функцiю
f(z) = U(x, y) + iV (x, y) з точнiстю до довiльного сталого доданка, якщо
вiдома її дiйсна U(x, y) або уявна частина V (x, y). Наприклад,

V (x, y) =

(x,y)
∫

(x0,y0)

(

−∂U

∂y
dx +

∂U

∂x
dy

)

+ C.

При цьому iнтеграл не залежить вiд вибору кривої, яка з’єднує точки (x0, y0)

i (x, y), а залежить тiльки вiд точки (x, y).
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3.1. Регулярнiсть функцiй комплексної змiнної

Приклад 3.1

Чи є регулярною функцiя f(z) = z̄?
Розв’язання. U(x, y) = x, V (x, y) = −y — всюди диференцiйовнi функцiї

змiнних x i y, але умови Кошi–Рiмана

∂U

∂x
= 1,

∂U

∂y
= 0,

∂V

∂x
= 0,

∂V

∂y
= −1,

∂U

∂x
6= ∂V

∂y

не виконуються в жоднiй точцi комплексної площини. Функцiя f(z) = z̄ нiде
не диференцiйовна, тобто не є регулярна.

Приклад 3.2

Чи є регулярною функцiя f(z) = |z|2?
Розв’язання. Зважаючи на те, що f(z) = z̄z,

∂f

∂z̄
= z = 0, функцiя буде

диференцiйовна тiльки в точцi z = 0 i не буде регулярна.
Завдання: визначити, чи є функцiя регулярною.

Рекомендацiї до виконання: при дослiдженнi регулярностi функцiй слiд

видiлити в поданих функцiях дiйсну й уявну частини, а потiм застосу-

вати умови Кошi–Рiмана (Даламбера–Ейлера). Необхiдно пам’ятати, що

функцiя буде регулярна в областi тiльки в разi виконання умов диферен-

цiйовностi в усiх точках областi. Для обчислення похiдних слiд спочатку

перевiрити функцiї на регулярнiсть, а потiм застосувати вiдомi з курсу

математичного аналiзу формули похiдних для дiйсних функцiй.

3.1.1. f(z) = z Re z.

3.1.2. f(z) = zz̄.

3.1.3. f(z) = x2 − 2iy.

3.1.4. f(z) = z4.

3.1.5. f(z) =
1

z2
.

3.1.6. f(z) = cos(iz − 1).

3.1.7. f(z) = cos z.

3.1.8. f(z) =
1

2
(z + z̄).

3.1.9. f(z) = ch(z − i).

3.1.10. f(z) = sin z.

3.1.11. f(z) = |z|Re z̄.

3.1.12. f(z) = |z| Im z.

3.1.13. f(z) = sin 3z − i.

3.1.14. f(z) = z̄ Im z.

3.1.15. f(z) = z̄ Re z.

3.1.16. f(z) = zez.
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3.1.17. f(z) = |z|2 + 2z.

3.1.18. f(z) = z2z̄ − |z| Im z Re z.

3.1.19. f(z) = z − z2|z| + z3z̄.

3.1.20. f(z) = Ln(1 − iz).

Завдання: визначити область диференцiйовностi функцiї i знайти її по-

хiдну.

3.1.21. f(z) = ech z.

3.1.22. f(z) = sin (2ez) .

3.1.23. f(z) = sin z ch z − i cos z sh z.

3.1.24. f(z) = ze−z.

3.1.25. f(z) =
ez

z
.

3.1.26. f(z) =
z cos z

1 + z2
.

3.1.27. f(z) = tg z.

3.1.28. f(z) = ctg z.

3.1.29. f(z) =
ln z

z3 − z2 + z − 1
.

3.1.30. f(z) =
1

tg z + ctg z
.

3.1.31. f(z) = (ez − e−z)−2.

3.1.32. f(z) =
cos z

cos z − sin z
.

3.1.33. f(z) =
ez−i

z2 + 4
.

3.1.34. f(z) =
th z

ch z − i
.

3.1.35. f(z) =
ch(z + i) − 1

e−z2−4
.

3.1.36. f(z) =
ez + 1

ez − 1
.

3.1.37. f(z) =
z2 sin z

1 − iz
.

3.1.38. f(z) =
cth z

sh z + i
.

3.1.39. f(z) = (sin z + 2i)−2.

3.1.40. f(z) = z2 − i(tg z + 1).

3.2. Вiдновлення регулярних функцiй

Iснування умов Кошi–Рiмана (Даламбера–Ейлера) свiдчить про те, що
дiйсна й уявна частини регулярної функцiї не є незалежнi. При вiдновленнi
регулярних функцiй застосовують формули Кошi–Рiмана (Даламбера–Ейлера),
за допомогою вiдомих з курсу математичного аналiзу iнтегралiв вiд елемен-
тарних функцiй i елементарних перетворень встановлюють функцiональну
залежнiсть вiд комплексної змiнної.

Приклад 3.3

Вiдновити аналiтичну функцiю f(z) = U(x, y) + iV (x, y) за вiдомою її
дiйсною частиною U(x, y) = 2ex cos y, якщо f(0) = 2.

Розв’язання. Для вiдновлення регулярної функцiї за вiдомою її дiйсною
або уявною частиною застосовують такi алгоритми.
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Перший спосiб. Маємо
∂U

∂x
= 2ex cos y. За першою умовою Кошi–Рiмана

∂V

∂y
= 2ex cos y. Звiдси V (x, y) =

∫

2ex cos ydy = 2ex sin y + C(x), де функцiя

C(x) поки що невiдома.
Застосовуючи другу умову Кошi–Рiмана, маємо

2ex sin y + C ′(x) = −∂U

∂y
= 2ex sin y,

звiдси C ′(x) = 0. Отже, з точнiстю до сталої,

f(z) = 2ex cos y + i2ex sin y + C = 2ez + C.

Сталу C знайдемо за додаткової умови f(0) = 2, 2e0 + C = 2, тобто C = 0.
Остаточно f(z) = 2ez.

Другий спосiб. Застосовуючи формулу

V (x, y) =

(x,y)
∫

(x0,y0)

(

−∂U

∂y
dx +

∂U

∂x
dy

)

+ C,

оберемо шлях iнтегрування (x = 0, y = 0) → (x, y = 0) → (x, y). Тодi
∂U

∂y

∣

∣

∣

∣

y=0

= −2ex sin y|y=0 = 0 i остаточно

V (x, y) =

(x,y)
∫

(x,y=0)

∂U

∂x
dy + C =

y
∫

0

2ex cos ydy = 2ex sin y.

Отже, f(z) = 2ez.
Третiй спосiб. Якщо функцiї U(x, y) або V (x, y) мають простий вигляд,

функцiю f(z) можна вiдновити за однiєю з таких формул:

f(z) = 2U

(

z + z̄0

2
,
z − z̄0

2i

)

− C̄0, f(z) = 2iV

(

z + z̄0

2
,
z − z̄0

2i

)

+ C̄0,

де C̄0 – спряжене число до C0 = f(z0), а z̄0 – спряжене число до z0.
У нашому випадку U(x, y) = 2ex cos y, z0 = 0, C0 = 2. Тодi маємо f(z) =

2 ·2e

(

z

2

)

cos
z

2i
−2. З огляду на те, що cos

z

2i
= cos

(

−iz

2

)

= ch
z

2
, отримаємо

f(z) = 2ez.
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Завдання: вiдновити регулярну функцiю за вiдомою дiйсною U(x, y) або

уявною V (x, y) її частиною.

3.2.1. U(x, y) = 2ex cos y, f(πi) = −2.

3.2.2. V (x, y) = 2ex sin y, f(πi) = −2.

3.2.3. U(x, y) = sin(y + 1) sh x, f(i) = −1.

3.2.4. V (x, y) = 2 sin y ch x − 2xy, f(−i) = 1.

3.2.5. U(x, y) = −4xy − y, f(i) = −2i.

3.2.6. V (x, y) = cos(y + 1) ch x, f(−πi) = 1.

3.2.7. U(x, y) = ex(x cos y − y sin y), f(0) = 0.

3.2.8. V (x, y) = 2x2 − 2y2 + x, f(−πi) = −1.

3.2.9. U(x, y) = x3 + 6x2y − 3xy2 − 2y3, f(0) = 0.

3.2.10. V (x, y) = x3 − 3xy2, f(0) = 1.

3.2.11. U(x, y) = x2 − y2 + x, f(0) = 0.

3.2.12. U(x, y) = x3 − 3xy + 1, f(0) = 1.

3.2.13. V (x, y) = ex(y cos y + x sin y), f(0) = 0.

3.2.14. U(x, y) = x2 − y2 − 2y, f(0) = 0.

3.2.15. U(x, y) =
e2x + 1

ex
cos y, f(0) = 2.

3.2.16. U(x, y) =
x

x2 + y2
, f(1) = 1 + i.

3.2.17. V (x, y) = e−y sin x + y, f(0) = 1.

3.2.18. V (x, y) = ex cos y, f(0) = 1 + i.

3.2.19. V (x, y) = − y

(x + 1)2 + y2
, f(0) = 1.
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3.2.20. V (x, y) = y − y

x2 + y2
, f(1) = 2.

3.2.21. U(x, y) = e−y cos x, f(0) = 1.

3.2.22. U(x, y) = y − 2xy, f(0) = 0.

3.2.23. V (x, y) = x2 − y2 + 2x + 1, f(0) = i.

3.2.24. U(x, y) = x2 − y2 − 2x + 1, f(0) = 1.

3.2.25. V (x, y) = 3x2y − y3 − y, f(0) = 0.

3.2.26. V (x, y) = 2xy + y, f(0) = 0.

3.2.27. V (x, y) = 3x2y − y3, f(0) = 1.

3.2.28. U(x, y) = ex(x cos y − y sin y), f(0) = 0.

3.2.29. V (x, y) = 2xy + 2x, f(0) = 0.

3.2.30. U(x, y) = 1 − ex sin y, f(0) = 1 + i.

3.2.31. V (x, y) =
e2x − 1

ex
sin y, f(0) = 2.

3.2.32. V (x, y) = 1 − y

x2 + y2
, f(1) = 1 + i.

3.2.33. U(x, y) = e−y cos x + x, f(0) = 1.

3.2.34. V (x, y) = e−y sin x, f(0) = 1.

3.2.35. U(x, y) =
x + 1

(x + 1)2 + y2
, f(0) = 1.

3.2.36. U(x, y) =
x

x2 + y2
+ x, f(1) = 2.

3.2.37. V (x, y) = x2 − y2 − x, f(0) = 0.

3.2.38. U(x, y) = −2xy − 2y, f(0) = i.

3.2.39. V (x, y) = 2xy − 2y, f(0) = 1.
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3.2.40. U(x, y) = x3 − 3xy2 − x, f(0) = 0.

3.3. Iнтегрування по кривiй

Нехай функцiя f(z) = U(x, y)+iV (x, y) визначена i неперервна на кусково-
гладкiй спрямлюванiй кривiй γ, тодi обчислення iнтеграла вiд функцiї f(z)

по кривiй γ зводиться до обчислення таких криволiнiйних iнтегралiв:
∫

γ

f(z)dz =

∫

γ

Udx − V dy + i

∫

γ

V dx + Udy.

Якщо крива γ задана параметричним рiвнянням x = x(t), y = y(t), а
початкова й кiнцева точки дуги вiдповiдають значенням t = α i t = β, то

∫

γ

f(z)dz =

β
∫

α

f [z(t)] · z′(t)dt, де z(t) = x(t) + iy(t).

Для функцiй f(z), регулярних в однозв’язнiй областi G, iнтеграл не за-
лежить вiд шляху iнтегрування γ ⊂ G, а залежить тiльки вiд початкової та
кiнцевої точок кривої γ. У цьому випадку для обчислення iнтеграла застосо-
вується формула Ньютона–Лейбнiца

z2
∫

z1

f(z)dz = Φ(z2) − Φ(z1),

де Φ(z) — первiсна для функцiї f(z), тобто Φ′ = f(z) в областi G.
Завдання: обчислити iнтеграл.

Приклад 3.4

Обчислити iнтеграл I =

∫

C

(1 + i − 2z)dz по параболi y = x2.

Розв’язання. Перепишемо пiдiнтегральну функцiю у виглядi

1 + i − 2z = U(x, y) + iV (x, y) = (1 − 2x) + i(1 + 2y).

Тодi iнтеграл набуде вигляду
∫

C

(1 + i − 2z)dz =

∫

C

(1 − 2x)dx − (1 + 2y)dy + i

∫

C

(1 + 2y)dx + (1 − 2x)dy.
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Для параболи y = x2 маємо dy = 2xdx (0 6 x 6 1). Тому

∫

C

(1+i−2z)dz =

1
∫

0

(1−2x−(1+2x2)2x)dx+i

1
∫

0

(1+2x2+(1−2x)2x)dx = −2+
4

3
i.

Приклад 3.5

Обчислити iнтеграл I =

i
∫

1

ln3 z

z
dz по дузi кола |z| = 1.

Перший спосiб розв’язання — врахування гладкостi кривої.

Для точок дуги кола |z| = 1 маємо z = eiϕ. Тодi ln z = iϕ, dz = ieiϕ, де

дiйсна змiнна ϕ змiнюється у промiжку 0 ≤ ϕ ≤ π

2
. Отже,

I =

π
2

∫

0

i4ϕ3eiϕdϕ

eiϕ
=

π
2

∫

0

ϕ3dϕ =
ϕ4

4

∣

∣

∣

π
2

0
=

π4

64
.

Другий спосiб розв’язання — зведення до означеного iнтеграла.

Введемо замiну ln z = ζ, dζ =
dz

z
. Дуга кола |z| = 1 перейде у вiдрiзок

уявної осi мiж точками z = 0 i z = i
π

2
, а iнтеграл набуде вигляду

I =

π
2 i

∫

0

ζ3dζ =
ζ4

4
|

π
2 i
0 =

1

4

π4i4

24
=

π4

64
.

Третiй спосiб розв’язання — зведення до повного диференцiалу i засто-

сування формули Ньютона–Лейбнiца.

I =

i
∫

1

ln3 z

z
dz =

i
∫

1

ln3 zd(ln z) =
ln4 z

4
|i1 =

ln4 i

4
=

1

4

(

πi

2

)4

=
π4

64
.

Рекомендацiї до виконання: при обчисленнi iнтегралiв, у яких iнтегру-

вання проводиться вздовж деякої ламаної, слiд зобразити пiдiнтегральну

функцiю через дiйсну та уявну частини, а потiм, розбивши ламану на де-

кiлька вiдрiзкiв, iнтегрувати на кожному вiдрiзку, а результат подати у

виглядi суми отриманих значень.

3.3.1.
∫

AB

(2 − i + 3zz̄)dz; AB : {y = x4, zA = 0, zB = 1 + i}.
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3.3.2.
∫

ABC

(2 − i + 3zz̄)dz; ABC — ламана, zA = 0, zC = i, zB = 1 + i.

3.3.3.
∫

AB

e|z|
2

Re zdz; AB : {y = 1
2x, zA = 0, zB = 4 + 2i}.

3.3.4.
∫

C

zdz, де C — ламана, що з’єднує точки

{

A(−2; 0), B(−1; 1),

C(1; 1), D(2.0).

3.3.5.
∫

C

z3dz, де C — ламана, що з’єднує точки O(0; 0), A(1; 1) i B(2; 1).

3.3.6.
∫

C

Im zdz, де C — ламана, що з’єднує точки A(0; 0), B(1; 1) i C(2; 1).

3.3.7.
∫

γ

z2dz, де γ з’єднує точки z1 = 1 i z2 = 1 + i.

3.3.8.
∫

C

z3dz, где C — дуга параболи x = y2 мiж точками

{

z1 = 0,

z2 = 1 + i.

3.3.9.
∮

C

(x − y)dx + iydy, де C — коло |z| = 1.

3.3.10.
∫

AB

z Im z2dz, де AB — вiдрiзок прямої мiж точками

{

zA = 0,

zB = 1 + i.

3.3.11.
∫

L

(z3 + sin z)dz; L : {|z| = 1, Re z > 0}.

3.3.12.
∫

L

(z4 + sin z)dz; L : {|z| = 2, Re z > 0}.

3.3.13.
∫

L

z|z|dz; L : {|z| = 1, Im z > 0}.

3.3.14.
∫

AB

z̄2dz; AB : {y = x2, zA = 0, zB = 1 + i}.

3.3.15.
∫

L

(z + 1)ezdz; L : {|z| = 1, Re z > 0}.

3.3.16.
∫

AB

Im z3dz; AB — вiдрiзок прямої, zA = 0, zB = 2 + 2i.

3.3.17.
∫

AB

(z2 + 7z + 1)dz; AB — вiдрiзок прямої, zA = 1, zB = 1 − i.
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3.3.18.
∫

ABC

|z|dz; ABC — ламана, zA = 0, zC = 1 + i, zB = −1 + i.

3.3.19.
∫

AB

(12z5 + 4z3 + 1)dz AB — вiдрiзок прямої, zA = 1, zB = i.

3.3.20.
∫

AB

z̄2dz; AB — вiдрiзок прямої, zA = 0, zB = 1 + i.

3.3.21.
∫

ABC

z3ez4

dz; ABC — ламана, zA = i, zB = 1, zC = 0.

3.3.22.
∫

ABC

Re
z̄

z
dz; AB : {|z| = 1, Im z > 0}, BC — вiдрiзок,

{

zB = 1,

zC = 2.

3.3.23.
∫

ABC

(z2 + cos z)dz; ABC — ламана, zA = 0, zB = 1, zC = i.

3.3.24.
∫

L

z̄

z
dz; L — межа областi:{1 < |z| < 2, Re z > 0}.

3.3.25.
∫

ABC

(ch z + cos iz)dz; ABC — ламана, zA = 0, zB = −1, zC = i.

3.3.26.
∫

L

|z|z̄dz; L : {|z| = 4, Re z > 0}.

3.3.27.
∫

L

(ch z + z)dz; L : {|z| = 1, Im z 6 0}.

3.3.28.
∫

L

|z|Re z2dz; L : {|z| = R, Im z > 0}.

3.3.29.
∫

AB

(3z2 + 2z)dz; AB : {y = x2, zA = 0, zB = 1 + i}.

3.3.30.
∫

L

z Re z2dz; L : {|z| = R, Im z > 0}.

3.3.31.
∫

ABC

(z2 + 1)dz; ABC — ламана, zA = 0, zB = −1 + i, zC = i.

3.3.32.
∫

AB

e|z|
2

Im zdz; AB — вiдрiзок прямої, zA = 1 + i, zB = 0.

3.3.33.
∫

L

(sin iz + z)dz; L : {|z| = 1, Re z > 0}.

3.3.34.
∫

AB

z Re z2dz; AB — вiдрiзок прямої, zA = 0, zB = 1 + 2i.
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3.3.35.
∫

AB

(2z + 1)dz; AB : {y = x3, zA = 0, zB = 1 + i}.

3.3.36.
∫

ABC

zz̄dz; AB : {|z| = 1, Re z > 0 Im z > 0},
{

BC − вiдрiзок,

zB = 1, zC = 0.

3.3.37.
∫

L

(cos iz + 3z2)dz; L : {|z| = 1, Im z > 0}.

3.3.38.
∫

L

|z|dz; L : {|z| =
√

2,
3π

4
6 arg z 6

5π

4
}.

3.3.39.
∫

ABC

(z9 + 1)dz; ABC — ламана, zA = 0, zB = 1 + i, zC = i.

3.3.40.
∫

ABC

(sin z + z5)dz; ABC — ламана, zA = 0, zB = 1, zC = 2.

3.4. Застосування iнтегральної формули Кошi

Якщо функцiя f(z) регулярна в однозв’язнiй областi G, тодi iнтеграл вiд
f(z) уздовж будь якої замкненої спрямлюваної кривої γ ⊂ G дорiвнює нулю
(теорема Кошi):

∮

γ

f(z)dz = 0,

а для будь-якої точки z0 внутрiшностi кривої γ виконується iнтегральна

формула Кошi:

f(z0) =
1

2πi

∮

γ

f(z)

z − z0
dz,

причому

f (n)(z0) =
n!

2πi

∮

γ

f(z)

(z − z0)n+1
dz.

Для функцiй f(z), регулярних у багатозв’язнiй областi G, межа якої скла-
дається iз замкненої кусково-гладкої кривої γ0 i таких замкнених спрямлюва-
ний кривих γ1, γ2 . . ., що парами не перетинаються, iснує таке узагальнення
теореми Кошi:

∮

γ0

f(z)dz =
∑

i

∮

γi

f(z)dz,

де всi кривi γ проходять у додатному напрямку.
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Завдання: обчислити iнтеграл, застосовуючи iнтегральну формулу Ко-

шi.

Приклад 3.6

Обчислити iнтеграл I =

∮

|z|=2

z cos z
(

z − π

3

)3dz.

Розв’язання. Функцiя f(z) = z cos z регулярна у внутрiшностi кола |z| =

2, до якого належить точка z0 =
π

3
. Застосовуючи iнтегральну формулу Кошi

для похiдної порядку n = 2, запишемо

(z cos z)′′z=π
3

=
2!

2πi

∮

|z|=2

z cos z
(

z − π

3

)3dz,

звiдси

∮

|z|=2

z cos z
(

z − π

3

)3dz = πi(−2 sin z − z cos z)

∣

∣

∣

∣

∣

z =
π

3

= −π

6

(

6
√

3 + π
)

i.

Приклад 3.7

Обчислити iнтеграл I =

∮

|z|=3

z2

(z − 2)(z − i)
dz.

Розв’язання. Застосуємо узагальнення те-
ореми Кошi на випадок багатозв’язних обла-
стей. Для цього проведемо розрiзи вiд конту-
ру Γ до контурiв γ1 i γ2, що обходять точки
z1 = 2 i z2 = i як показано на рис. 1. Побудо-
ваний контур буде вже однозв’язний. Оскiльки
пiдiнтегральна функцiя у внутрiшностi побу-
дованого контуру регулярна, то за теоремою
Кошi Рис. 1

∫

Γ

f(z)dz +

∫

γ1

f(z)dz +

∫

γ2

f(z)dz = 0.

При цьому було враховано, що вiдрiзки, якi з’єднують контур Γ з контурами
γ1 i γ2, проходять двiчi у протилежних напрямках i їх внески взаємно знищу-
ються. Якщо змiнити напрямок обходу контурiв γ1 i γ2 на додатний (проти
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годинникової стрiлки), iнтеграл I перепишеться як

∮

|z|=3

z2

(z − 2)(z − i)
dz =

∮

|z−2|=ε1

(

z2

z − i

)

z − 2
dz +

∮

|z−i|=ε2

(

z2

z − 2

)

z − i
dz.

Чисельники пiдiнтегральних виразiв є регулярнi функцiї в областях |z−2| 6

ε1 i |z − i| 6 ε2, тому за iнтегральною формулою Кошi
∮

|z|=3

z2

(z − 2)(z − i)
dz = 2πi

(

z2

z − i

)∣

∣

∣

∣

z=2

+ 2πi

(

z2

z − 2

)∣

∣

∣

∣

z=i

= 2π(2i − 1).

Рекомендацiї до виконання: при обчисленнi iнтегралiв за допомогою iн-

тегральної формули Кошi необхiдно зобразити їх у виглядi
∮

|z−z0|=a

f(z)

(z − z1)α(z − z2)β . . . (z − zn)ω
dz, де z1, z2, . . . zn — точки, що нале-

жать внутрiшностi кола |z−z0| = a. Слiд перевiрити регулярнiсть функцiї

f(z), застосувати узагальнення теореми Кошi на випадок багатозв’язних

областей i зобразити iнтеграл у виглядi суми iнтегралiв уздовж замкнених

неперетинних контурiв γi для кожної точки zi. Далi для кожного iнтегра-

ла необхiдно застосувати iнтегральну формулу Кошi.

3.4.1.
∮

|z|=2

sin z

z − π
5

dz.

3.4.2.
∮

|z−i|=1

sin π
2z

z − i
dz.

3.4.3.
∮

|z+2i|=2

1

z2 + 1
dz.

3.4.4.
∮

|z|=2

ez

(z + i)5
dz.

3.4.5.
∮

|z+i|=2

cos z

z
dz.

3.4.6.
∮

|z−2|=1

cos z

z(z − 2)2
dz.

3.4.7.
∮

|z−2i|=1

cos z

z(z − 2)2
dz.

3.4.8.
∮

|z−3|=2

ez

(z + 1)(z − 3)
dz.

3.4.9.
∮

|z|=2

cos z

z2 + 2z − 3
dz.

3.4.10.
∮

|z|=3

sin z

(z − 2i)3
dz.

3.4.11.
∮

|z−1|= 1
3

sh zπ

(z − 1)(z2 + 4)2
dz.

3.4.12.
∮

|z+2i|= 1
3

sh zπ

(z − 1)(z2 + 4)2
dz.

3.4.13.
∮

|z−2i|= 1
4

sh zπ

(z − 1)(z2 + 4)2
dz.

3.4.14.
∮

|z+2|=1

sh zπ

(z − 1)(z2 + 4)2
dz.
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3.4.15.
∮

|z−1|=1

sin π
4z

z2 − 1
dz.

3.4.16.
∮

|z|=2

z cos z
(

z − π

3

)2dz.

3.4.17.
∮

|z−2|=1

e1/z

(z2 + 4)2
dz.

3.4.18.
∮

|z|=1

ez cos πz

z2 + 2z
dz.

3.4.19.
∮

|z−2|=3

ch eiπz

z3 − 4z2
dz.

3.4.20.
∮

|z|=1

z3 + 1

z2 + 4
dz.

3.4.21.
∮

|z+2i|=1

z3 + 1

z2 + 4
dz.

3.4.22.
∮

|z−2i|=1

z3 + 1

z2 + 4
dz.

3.4.23.
∮

|z+1|= 1
2

cos 2z

z2 + 3z + 2
dz.

3.4.24.
∮

|z+2|= 1
2

cos 2z

z2 + 3z + 2
dz.

3.4.25.
∮

|z|= 1
2

cos 2z

z2 + 3z + 2
dz.

3.4.26.
∮

|z|=6

e−z

z + πi
dz.

3.4.27.
∮

|z+2i|= 1
2

e−z

z + πi
dz.

3.4.28.
∮

|z−πi|=1

ch zdz
(

z +
πi

2

)2

(z − πi)2

.

3.4.29.
∮

|z|=1

ch z
(

z +
πi

2

)2

(z − πi)2

dz.

3.4.30.
∮

|z−2i|=2

cos z

(z − i)2
dz.

3.4.31.
∮

|z|=1

cos z

z(z − 2)2
dz.

3.4.32.
∮

|z−2|=1

cos z

z(z − 2)2
dz.

3.4.33.
∮

|z−2i|=1

cos z

z(z − 2)2
dz.

3.4.34.
∮

|z+πi
2 |=1

ch zdz
(

z +
πi

2

)2

(z − πi)2

.

3.4.35.
∮

|z−3|=2

ez

z2 − 9
dz.

3.4.36.
∮

|z+3|=2

ez

z2 − 9
dz.

3.4.37.
∮

|z|=1

ez

z2 − 9
dz.

3.4.38.
∮

|z|=1

sh2 z

z3
dz.

3.4.39.
∮

|z−3|=6

z

(z − 2)2(z + 4)
dz.

3.4.40.
∮

|z|=1/2

1 − sin z

z2
dz.
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4. Функцiональнi ряди в комплекснiй областi

4.1. Ряди з комплексними числами

Числовим рядом iз комплексними членами називають вираз вигляду

z1 + z2 + z3 + . . . + zn + . . . =
∞

∑

n=1

zn, zn = xn + iyn.

Ряд називається збiжним, якщо iснує скiнченна границя S часткових сум Sn:

lim
n→∞

Sn = lim
n→∞

n
∑

α=1

zα = S 6= ∞;

у протилежному випадку ряд називається розбiжним. Число S називається
сумою ряду. Збiжнiсть ряду з комплексними числами еквiвалентна збiжностi

двох дiйсних рядiв
∞
∑

n=1
xn та

∞
∑

n=1
yn. Необхiдною ознакою збiжностi ряду

∞
∑

n=1
zn

є lim
n→∞

zn = 0.

Ряд називається абсолютно збiжним, якщо збiгається ряд

|z1| + |z2| + . . . + |zn| + . . . =
∞

∑

n=1

|zn|,

складений iз модулiв його членiв. Абсолютно збiжний ряд є i просто збiжним.
До числових рядiв застосовнi такi ознаки абсолютної збiжностi:

ознака Даламбера — ряд збiгається абсолютно, якщо lim
n→∞

∣

∣

∣

∣

zn+1

zn

∣

∣

∣

∣

< 1, при

lim
n→∞

∣

∣

∣

∣

zn+1

zn

∣

∣

∣

∣

> 1 — ряд розбiжний;

ознака Кошi — ряд збiгається абсолютно, якщо lim
n→∞

n
√

|zn| < 1, при

lim
n→∞

n
√

|zn| > 1 — ряд розбiжний, де lim — верхня границя послiдовностi.

Також застосовнi ознаки порiвняння:

1) якщо мiж членами числових рядiв iз комплексними членами
∞
∑

n=1
an i

∞
∑

n=1
bn виконується спiввiдношення |an| 6 |bn| (n = 1, 2, 3, . . .) i ряд

∞
∑

n=1
|bn|

збiгається, то абсолютно збiжним буде i ряд
∞
∑

n=1
an;
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2) якщо iснує скiнченна границя lim
n→∞

(|an|/|bn|) = k, то обидва ряди
∞
∑

n=1
an

i
∞
∑

n=1
bn одночасно збiгаються або одночасно не збiгаються.

Завдання: дослiдити числовий ряд на збiжнiсть.

Приклад 4.1

Дослiдити ряд
∞

∑

n=1

ein

n2
на збiжнiсть.

Розв’язання. Якщо використовувати ознаку Даламбера, то границя дорiв-
нюватиме одиницi, тому запишемо ein = cos n+ i sin n. Таким чином, питання
про збiжнiсть даного ряду зводиться до питання про збiжнiсть рядiв iз дiй-

сними членами
∞

∑

n=1

cos n

n2
i

∞
∑

n=1

sin n

n2
. Кожен iз цих рядiв збiгається абсолютно.

Отже, заданий ряд також збiгається асолютно, а тому i просто збiгається.
Рекомендацiї до виконання: при дослiдженнi на збiжнiсть числових ря-

дiв необхiдно уважно застосовувати одну з ознак Даламбера або Кошi. При

застосуваннi останньої слiд пам’ятати, що в цьому випадку ми знаходиму

верхню границю виразу. Якщо при застосуваннi однiєї з ознак ми отриму-

ємо 1, то в такому випадку необхiдно застосовувати ознаку порiвняння.

Зауваження: модуль у всiх наведених виразах — суто модуль комплексного

числа!

4.1.1.
∞

∑

n=1

n(3i − 1)n

5n
.

4.1.2.
∞

∑

n=0

n(2 + i)n

2n
.

4.1.3.
∞

∑

n=1

cos n + i sin n

n2
.

4.1.4.
∞

∑

n=0

√
n − i

n + 1
.

4.1.5.
∞

∑

n=1

(

1 + i

2

)n

.

4.1.6.
∞

∑

n=1

[

1

n2
+ (−1)n i

3n

]

.

4.1.7.
∞

∑

n=1

[

i(2n + i)

4n

]n

.

4.1.8.
∞

∑

n=1

nn

n!(e − i)n
.

4.1.9.
∞

∑

n=1

n sin in

3n
.

4.1.10.
∞

∑

n=1

cos in2

5n2 .

4.1.11.
∞

∑

n=1

e2in

n
√

n
.

4.1.12.
∞

∑

n=1

eiπ
n

√
n

.

4.1.13.
∞

∑

n=1

(1 + i)n

2
n
2 cos in

.

4.1.14.
∞

∑

n=1

sh i
√

n

sin in
.

4.1.15.
∞

∑

n=1

ln n

sh in
.

4.1.16.
∞

∑

n=1

ch iπ
n

nlnn
.
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4.1.17.
∞

∑

n=0

(−1)n

(

1

2n − 1
+

i

2n + 1

)

.

4.1.18.
∞

∑

n=1

n

tg iπn
.

4.1.19.
∞

∑

n=1

cos in

2n
.

4.1.20.
∞

∑

n=1

ein

n2
.

4.2. Степеневi ряди. Ряд Тейлора

Степеневим рядом називається функцiональний ряд вигляду

C0 + C1(z − a) + C2(z − a)2 + . . . + Cn(z − a)n + . . . =
∞

∑

n=0

Cn(z − a)n,

де a, C0, C1, . . . , Cn, . . . – заданi комплекснi числа; z – комплексна змiнна.
Кожну функцiю, регулярну в областi D, завжди можна зобразити в око-

лi довiльної точки z0 ∈ D у виглядi суми збiжного степеневого ряду (ряду
Тейлора):

f(z) = C0 + C1(z − a) + C2(z − a)2 + . . . + Cn(z − a)n + . . . =
∞

∑

n=0

Cn(z − a)n,

де Cn =
1

n!
f (n)(z).

Область збiжностi цього ряду |z−z0| < R називається кругом збiжностi, а
R — радiусом збiжностi степеневого ряду. Радiус збiжностi визначає вiдстань
до найближчої точки на комплекснiй площинi, де функцiя f(z) втрачає свою
регулярнiсть.

Для визначення радiуса збiжностi степеневого ряду
∞

∑

n=0

Cn(z − a)n засто-

суємо до його членiв умови Даламбера i Кошi:

lim
n→∞

|Cn+1|
|Cn|

|z − a|n+1

|z − a|n < 1, lim
n→∞

√

|Cn||z − a|n < 1,

звiдси для радiуса збiжностi знайдемо формули

Даламбера − R = lim
n→∞

∣

∣

∣

∣

Cn

Cn+1

∣

∣

∣

∣

; Кошi–Адамара − R =
1

lim
n→∞

n
√

|Cn|
, Cn 6= 0.
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Завдання: знайти круг i радiус збiжностi степеневого ряду.

Приклад 4.2

Знайти круг i радiус збiжностi степеневого ряду
∞

∑

n=0

(1 + i)n(z − 2)n.

Розв’язання. Модуль коефiцiєнтiв Cn = (1 + i)n дорiвнює

|Cn| = |(1 + i)n| = |1 + i|n = (
√

2)n = 2

(

n

2

)

.

За формулою Кошi-Адамара знайдемо R =
1

lim
n→∞

n

√

2(n
2 )

=
1√
2
.

Отже, круг збiжностi ряду |z − 2| <
1√
2
, межа якого є коло радiуса

1√
2

з

центром у точцi z = 2.
Рекомендацiї до виконання: формула Даламбера бiльш зручна при коефi-

цiєнтах алгебричного вигляду, а Кошi–Адамара — степеневого вигляду.

4.2.1.
∞

∑

n=1

nlnnzn.

4.2.2.
∞

∑

n=1

(z − 2i)n

n3n
.

4.2.3.
∞

∑

n=1

(z − eiα)n

n(1 − eiα)n
.

4.2.4.
∞

∑

n=1

2nzn(
√

n − 1 − i).

4.2.5.
∞

∑

n=1

(3 + 4i)n

n2
z3n.

4.2.6.
∞

∑

n=1

(z − i)n

n2(1 + i)n
.

4.2.7.
∞

∑

n=1

1

n2

(

z − i

1 + i

)n

.

4.2.8.
∞

∑

n=1

(1 + i)nzn

(n + 1)(n + 2)
.

4.2.9.
∞

∑

n=1

(z − 1 − i)n

n2n
.

4.2.10.
∞

∑

n=0

(−1)n

3n+1
(z − 1)n.

4.2.11.
∞

∑

n=1

eiπ
nzn.

4.2.12.
∞

∑

n=0

(

z

1 − i

)n

.

4.2.13.
∞

∑

n=1

( z

in

)n

.

4.2.14.
∞

∑

n=1

ch
i

n
zn.

4.2.15.
∞

∑

n=1

( z

ln in

)n

.

4.2.16.
∞

∑

n=0

inzn.

4.2.17.
∞

∑

n=1

sin
iπ

n
zn.

4.2.18.
∞

∑

n=1

cosn iπ√
n

zn.

4.2.19.
∞

∑

n=0

zn

shn(1 + in)
.

4.2.20.
∞

∑

n=0

(n + i)zn.
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4.3. Розвинення функцiй у ряд Тейлора

Для визначення коефiцiєнтiв розвинення регулярної функцiї в ряд Тейло-
ра застосовують формули

Cn =
f (n)(z0)

n!
або Cn =

1

2πi

∮

f(z)

(z − z0)n+1
dz,

де n = 0, 1, 2. . . ., буде виправданим тiльки для функцiй дуже простого ви-
гляду. Частiше застосовують такi прийоми.

1. Застосування стандартних розвинень.

До основних, або стандартних, розвинень належать:

ez =
∞

∑

n=0

zn

n!
, sin z =

∞
∑

n=0

(−1)n z2n+1

(2n + 1)!
, cos z =

∞
∑

n=0

(−1)n z2n

(2n)!
,

sh z =
∞

∑

n=0

z2n+1

(2n + 1)!
, ch z =

∞
∑

n=0

z2n

(2n)!
,

1

1 − z
=

∞
∑

n=0

zn (|z| < 1),

ln z =
∞

∑

n=1

(−1)n−1 (z − 1)n

n
,

{

для головної гiлки логарифма
при |z − 1| < 1,

ln(1 + z) =
∞

∑

n=1

(−1)n+1z
n

n
,

{

для головної гiлки логарифма
при |z| < 1,

zα =
∞

∑

n=0

Cn
α(z − 1)n, |z − 1| < 1, Ck

α =

{

α(α−1)...(α−k+1)
k! , k = 1, 2, . . . ,

1, k = 0.

Приклад 4.3

Записати розвинення в ряд Тейлора в околi точки z = 0 для функцiї
ez ctg α cos z, α 6= 0,±π,±2π, . . .

Розв’язання

ez ctg α cos z = ez ctg α

(

eiz + e−iz

2

)

=
1

2

(

ez(ctg α+i) + ez(ctg α−i)
)

=

=
1

2

∞
∑

n=0

(ctg α + i)n + (ctg α − i)n

n!
zn =

=
1

2

∞
∑

n=0

(cos α + i sin α)n + (cos α − i sin α)n

n! sinn α
zn =

=
1

2

∞
∑

n=0

einα + e−inα

n! sinn α
zn =

∞
∑

n=0

cos nα

n! sinn α
zn.
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2. Зведення рацiональних функцiй до суми елементарних дробiв iз подаль-

шим застосуванням формул для суми геометричної прогресiї.

Приклад 4.4

Записати ряд Тейлора за степенями (z − 1) для функцiї f(z) =
1

z + 2
.

Розв’язання. Зобразимо задану функцiю у виглядi
1

z + 2
=

1

3

1
(

1 +
z − 1

3

)

i застосуємо вiдому формулу
1

1 − q
=

∞
∑

n=0

qn, |q| < 1. Тодi

1

z + 2
=

1

3

∞
∑

n=0

(

−z − 1

3

)n

=
∞

∑

n=0

(−1)n

3n+1
(z − 1)n,

∣

∣

∣

∣

z − 1

3

∣

∣

∣

∣

< 1.

Радiусом збiжностi буде вiдстань до особливої точки z = −2 (де функцiя
втрачає свою регулярнiсть).

3. Застосування методу дiлення багаточлена на багаточлен "у стов-

пчик" для розвинення рацiональних функцiй за степенями z.

Приклад 4.5

Розвинути за степенями z функцiю f(z) =
z2 − z + 3

z + 2
.

Розв’язання. Оскiльки розвинення повинне бути за зростаючими степеня-
ми z, то i багаточлени розташуємо за зростаючими степенями

3 − z + z2 |2 + z

−3 − 3z/2 3/2 − 5z/4 + 9z2/8 − 9z3/16 + . . .

−5z/2 + z2

5z/2 + 5z2/4

9z2/4

−9z2/4 − 9z3/4

−9z3/4 . . .
z2 − z + 3

z + 2
=

3

2
− 5

4
z + 9

∞
∑

n=2

(−1)n

2n+1
zn.

Радiусом збiжностi буде |z| = 2, тобто вiдстань вiд z = 0 до найближчої
точки z = −2, де функцiя втрачає регулярнiсть.
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4. Застосування диференцiювання або iнтегрування стандартних розви-

нень.

З огляду на те, що ряд Тейлора збiгається рiвномiрно його можна дифе-
ренцiювати або iнтегрувати почленно. Радiус збiжностi при цьому не змiню-
ється.

Приклад 4.6

Розвинути за степенями z функцiю f(z) =
z + 1

(1 − z)3
.

Розв’язання. Зобразимо f(z) через елементарнi дроби

z + 1

(1 − z)3
= (z + 1) · 1

(1 − z)3
.

Для
1

1 − z
маємо стандартне розвинення

1

1 − z
= 1 + z + z2 + . . . =

∞
∑

n=0

zn, |z| < 1,

тому пiсля диференцiювання

1

(1 − z)2
=

∞
∑

n=1

nzn−1,
1

(1 − z)3
=

1

2

∞
∑

n=2

n(n − 1)zn−2.

Остаточно

z + 1

(1 − z)3
= (z +1)

1

2

∞
∑

n=2

n(n− 1)zn−2 =
1

2

∞
∑

n=2

n(n− 1)zn−2 +
1

2

∞
∑

n=2

n(n− 1)zn−1.

5. Видiлення регулярної гiлки i перетворення багатозначної функцiї до

вигляду, придатного до застосування стандартних розвинень.

Приклад 4.7

Розвинути в ряд Тейлора функцiю f(z) = Ln(z + 5).
Розв’язання. Функцiя Ln(z + 5) = ln |z + 5| + i(arg(z + 5) + 2πk) бага-

тозначна. Для видiлення однозначної регулярної гiлки здiйснемо розрiз вiд
точки z = −5, де функцiя невизначена, до −∞. Оберемо ту гiлку, для якої
f(0) = ln 5, тобто k = 0.

Перепишемо функцiю як

ln(z + 5) = ln
(

5
(

1 +
z

5

))

= ln 5 + ln
(

1 +
z

5

)
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i, застосовуючи стандартнi розвинення, матимемо

ln(z + 5) = ln 5 +
∞

∑

n=1

(−1)n+1

n5n
zn,

∣

∣

∣

z

5

∣

∣

∣
< 1.

Областю збiжностi розвинення за степенями z буде круг |z| < 5, радiус
якого визначається вiдстанню вiд нуля до точки z = −5, де функцiя втрачає
регулярнiсть.

Завдання: зобразити функцiю у виглядi ряду Тейлора.

4.3.1. f(z) = sin2 z, (z).

4.3.2. f(z) = ez cos z, (z).

4.3.3. f(z) =
1

z
, (z − 1).

4.3.4. f(z) = ln sin z,
(

z − π

2

)

.

4.3.5. f(z) =
1 − cos z

(z − 1)2
, (z − 2).

4.3.6. f(z) = sin(2z + 1), (z + 1).

4.3.7. f(z) =
1

z + 1
, (z − 2).

4.3.8. f(z) = ez, (z − 1).

4.3.9. f(z) = ln(2 + z − z2), (z).

4.3.10. f(z) =
z

z2 − 2z − 3
, (z).

4.3.11. f(z) =
1

z + 3
, (z − 3).

4.3.12. f(z) = cos z,
(

z +
π

4

)

.

4.3.13. f(z) = ez, (2z − 1).

4.3.14. f(z) =
1

3z + 1
, (z + 2).

4.3.15. f(z) =
z + 1

z2 + 4z − 5
, (z).

4.3.16. f(z) =
z

z2 + i
, (z).

4.3.17. f(z) = cos2 iz

2
, (z).

4.3.18. f(z) = sh2 z

2
, (z).

4.3.19. f(z) = ln(2 − z), (z).

4.3.20. f(z) = ch(1 − z), (z − π

2
i).

4.4. Нулi регулярних функцiй

Точка z = a називається нулем регулярної функцiї f(z), якщо f(a) =

0. Скiнченна точка a 6= ∞ буде нулем функцiї f(z) тодi й тiльки тодi, якщо
правдиве зображення функцiї у виглядi

f(z) = (z − a)mϕ(z),

де ϕ(z) — регулярна функцiя, причому ϕ(a) 6= 0.
Число m називається порядком або кратнiстю нуля z = a функцiї f(z)

i дорiвнює найменшому порядку похiдної функцiї в цiй точцi, вiдмiнної вiд
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нуля
f(a) = 0, f ′(a) = 0, . . . , f (m−1)(a) = 0, f (m)(a) 6= a.

Нуль першого порядку називається простим нулем.
Для нескiнченно вiддаленої точки z = ∞ функцiя f(z) має нуль

порядку m, якщо правдиве зображення

f(z) = (z)−mψ(z),

де ψ(z) — регулярна функцiя, причому ψ(∞) 6= 0.

Порядок нуля функцiї, зображеної у виглядi вiдношення
f(z)

g(z)
, де f(a) = 0

i g(a) = 0, дорiвнює рiзницi порядку нуля чисельника i порядку нуля знамен-
ника.

Приклад 4.8

Знайти нулi функцiї f(z) = (z2 + 1)3 sh z i визначити їх порядки.
Розв’язання. З рiвняння (z2 + 1)3 sh z = 0 знайдемо

z = −i, z = i, z = kπi, (k = 0,±1,±1, . . .)

Нехай z = −i, тодi f(z) можна зобразити у виглядi

f(z) = (z + i)3ϕ(z),

де ϕ(z) = (z − i)3 sh z регулярна в точцi z = −i, причому ϕ(−i) = 8i sh i =

−8 sin 1 6= 0. Це означає, що точка z = −i — нуль третього порядку. Анало-
гiчно доводиться, що точка z = i також є нуль третього порядку. Дослiдимо
нулi z = kπi, (k = 0,±1,±1, . . .). Похiдна

f ′(z) = 6z(z2 + 1)2 sh z + (z2 + 1)3 ch z

у точках z = kπi не є нуль. Звiдси z = kπi — нулi першого порядку.
Приклад 4.9

Знайти нулi функцiї f(z) = z2 sin z i визначити їх порядок.
Розв’язання. Зрiвняємо f(z) нулю — z2 sin z = 0. Звiдси z2 = 0, sin z = 0.

Розв’язавши цi рiвняння, знайдемо нулi функцiї f(z):

z = 0, z = kπ, (k = 0,±1,±2, . . .).

Нехай z = 0, тодi

f ′(0) = (2z sin z + z2 cos z)

∣

∣

∣

∣

∣

z=0

= 0;
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f ′′(0) = (2 sin z + 4z cos z − z2 sin z)

∣

∣

∣

∣

∣

z=0

= 0;

f ′′′(0) = (6 cos z − 4 sin z − 2z sin z − z2 cos z)

∣

∣

∣

∣

∣

z=0

6= 0.

Отже, z = 0 — нуль третього порядку, а нулi z = kπ, k 6= 0 — першого

порядку, оскiльки f ′(kπ) =(2z sin z + z2 cos z)

∣

∣

∣

∣

∣

z=kπ,k 6=0

6= 0.

Можна пiдiйти до розв’язання цiєї задачi по-iншому. Записуючи sin z у
виглядi розвинення в ряд Тейлора

f(z) = z2

(

z − z3

3!
+

z5

5!
− · · ·

)

= z3

(

1 − z2

3!
+

z4

5!
− · · ·

)

,

отримаємо зображення функцiї у виглядi

f(z) = z3ϕ(z), ϕ(0) 6= 0,

з якого знайдемо порядок нуля m = 3.
Приклад 4.10

Знайти порядок нуля z = 0 для функцiї f(z) =
sh2 z

z
i визначити його

порядок.
Розв’язання. Застосуємо означення гiперболiчного синуса i розвинення

експоненцiальної функцiї в ряд

f(z) =
1

4z

(

ez − e−z
)2

=
1

4z

(

1 + z +
z2

2!
+ . . . − 1 + z − z2

2!
+ . . .

)2

=

=
1

4z

(

2z +
2z3

3!
+ . . .

)2

=
4z2

4z

(

1 +
z2

3!
+

z4

5!
+ . . .

)2

.

Оскiльки порядок нуля чисельника дорiвнює 2 (m = 2), а нуль знаменника
— простий, (k = 1), то функцiя f(z) має нуль першого порядку (m − k = 1)

i може бути зображеною у виглядi

f(z) = z · ϕ(z), ϕ(0) 6= 0.
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Приклад 4.11

Знайти порядок нуля для функцiї f(z) =
z2

z5 + 2z2 + 1
у нескiнченно вiд-

даленiй точцi.
Розв’язання. Зобразимо f(z) у виглядi

f(z =
z2

z5

(

1 +
2

z3
+

1

z5

) =
1

z3
ϕ(z), де ϕ(z) =

1

1 +
2

z3
+

1

z5

, ϕ(∞) 6= 0.

Отже, z = ∞ — нуль кратностi трьох.
Завдання: знайти нулi функцiї i визначити їх порядок.

4.4.1. f(z) = (cos z − 1)2 sh z.

4.4.2. f(z) = (z + 2i)3(z2 + 1)4.

4.4.3. f(z) = z5 + z3 − z.

4.4.4. f(z) = (e2z − 1) sin z.

4.4.5. f(z) = 1 − cos 3z.

4.4.6. f(z) = z − sin z.

4.4.7. f(z) = (z3 − i)2 cos z.

4.4.8. f(z) = (z2 − i)2(z − 2)3.

4.4.9. f(z) = z6 − z4 + 2z − 1.

4.4.10. f(z) = cos 2z(z − i)(z + 1).

4.5. Ряд Лорана

Функцiя f(z), що регулярна в круговому кiльцi r < |z− z0| < R, однозна-
чно зображується в цьому кiльцi збiжним рядом Лорана

f(z) =
∞

∑

k=−∞
Ck(z − z0)

k =
−1
∑

k=−∞
Ck(z − z0)

k +
∞

∑

k=0

Ck(z − z0)
k,

коефiцiєнти якого знаходяться за формулами

Ck =
1

2πi

∮

γ

f(z)

(z − z0)k+1
dz, k = 0,±1,±2, . . .

де γ – довiльне коло |z − z0| = ρ, r < ρ < R.

Розвинення за вiд’ємними степенями
−1
∑

k=−∞
Ck(z − z0)

k, яке збiгається в

областi |z − z0| > r, називають головною частиною, а ряд за додатними

степенями
∞

∑

k=0

Ck(z−z0)
k, що збiгається в областi |z−z0| < R, — правильною

частиною ряду Лорана.
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Для випадку розвинення в ряд Лорана в околi нескiнченно вiддаленої
(z = ∞) точки

f(z) =
∞

∑

k=−∞
Ckz

k =
0

∑

k=−∞
Ckz

k +
∞

∑

k=1

Ckz
k

правильною (регулярною) частиною буде вже перший доданок за вiд’єм-
ними степенями z, а головною (iррегулярною) частиною — другий дода-
нок за додатними степенями z.

На практицi для знаходження коефiцiєнтiв Ck, якщо це можливо, застосо-
вують стандартнi зображення елементарних функцiй у виглядi рядiв Тейлора
(див. роздiл 4.3).

Завдання: розвинути функцiю в ряд Лорана.

Приклад 4.12

Знайти розвинення функцiї f(z) =
2z − 3

z2 − 3z + 2
у ряд Лорана в кiльцi

0 < |z − 1| < 1.
Розв’язання. Зобразимо функцiю f(z) у виглядi суми елементарних дробiв

2z − 3

z2 − 3z + 2
=

1

z − 1
+

1

z − 2
.

Перший дрiб — функцiя, регулярна в областi |z − 1| > 0, тому вiн нале-
жить до головної частини ряду Лорана. Другий дрiб — функцiя, регулярна
в областi |z − 1| < 1, тому вiн належить до правильної частини ряду Лора-
на. Перетворимо його таким чином, щоб можна було застосувати стандартнi
розвинення за додатними степенями (z − 1):

2z − 3

z2 − 3z + 2
=

1

z − 1
− 1

1 − (z − 1)
.

Застосовуючи вiдоме розвинення для функцiї
1

1 − q
, де q = (z−1) |q| < 1,

знайдемо

2z − 3

z2 − 3z + 2
=

1

z − 1
− [1 + (z − 1) + (z − 1)2 + . . . =

1

z − 1
−

∞
∑

n=0

(z − 1)n.

Рекомендацiї до виконання: необхiдно пам’ятати, що розвинення функцiї

в ряд Лорана в кiльцi z < |z − a| < R складається з регулярної частини (за

додатними степенями), яка є регулярною функцiєю в областi |z − a| < R,

i головної частини (за вiд’ємними степенями), яка буде регулярна в обла-

стi |z − a| > r. Тобто функцiю, що розвивається в ряд Лорана, доцiльно
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зобразити у виглядi суми двох функцiй, одна з яких регулярна в областi

|z − a| < R, а iнша — в областi |z − a| > r. Для рацiональних функцiй

це зручнiше робити, розбиваючи їх на елементарнi дроби, а потiм кожен

окремий дрiб зображати у виглядi вiдомої суми
1

1 − q
=

∞
∑

n=0

qn. При цьому

слiд пам’ятати, що для збiжностi ряду за степенями qn необхiдне викона-

ння умови |q| < 1, а для збiжностi ряду за степенями q−n необхiдно, щоб

|q| > 1.

4.5.1. f(z) =
z

(z − 1)(z − 2)
, 1 < |z| < 2.

4.5.2. f(z) =
z

(z − 1)(z − 2)
, 2 < |z| < ∞.

4.5.3. f(z) =
1

(z − 2)(z − 3)
, 0 < |z| < 2.

4.5.4. f(z) =
1

(z − 1)(z − 2)(z − 3)
, 1 < |z| < 2.

4.5.5. f(z) =
1

(z − 1)(z − 2)(z − 3)
, 2 < |z| < 3.

4.5.6. f(z) =
1

(z − 1)(z − 2)(z − 3)
, 3 < |z| < ∞.

4.5.7. f(z) =
1

z(1 − z)
, 0 < |z| < 1.

4.5.8. f(z) =
1

z(1 − z)
, 1 < |z| < ∞.

4.5.9. f(z) =
1

z(1 − z)
, 0 < |z − 1| < 1.

4.5.10. f(z) =
1

z + 1
, |z| < 1.

4.5.11. f(z) =
1

z + 1
, |z + 1| < 1.

4.5.12. f(z) =
1

(z − 1)(z + 2)
, 1 < |z| < 2.

4.5.13. f(z) =
1

z(z2 − 4)
, 0 < |z| < 2.

4.5.14. f(z) =
z + 1

z2 + z − 2
, 1 < |z| < 2.

4.5.15. f(z) =
z + 1

z2 + z − 2
, |z| < 1.
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4.5.16. f(z) =
z + 1

z2 + z − 2
, 2 < |z| < ∞.

4.5.17. f(z) =
z

(z2 − 4)(z2 − 1)
, 1 < |z| < 2.

4.5.18. f(z) =
z

(2z + 1)(z − 4)
, 4 < |z| < ∞.

4.5.19. f(z) =
1

(z − 2)(z − 3)
, 2 < |z| < 3.

4.5.20. f(z) =
1

(z − 2)(z − 3)
, 3 < |z| < ∞.

4.5.21. f(z) =
1

z2 + z
, 0 < |z| < 1.

4.5.22. f(z) =
1

z2 + z
, 1 < |z| < ∞.

4.5.23. f(z) =
1

(z + 2)(z2 + 1)
, 1 < |z| < 2.

4.5.24. f(z) =
1

(z + 2)(z2 + 1)
, 4 < |z| < ∞.

4.5.25. f(z) =
2z + 3

z2 + 3z + 2
, 1 < |z| < 2.

4.5.26. f(z) =
z2 − z + 3

z3 − 3z + 2
, 0 < |z| < 1.

4.5.27. f(z) =
z2 − z + 3

z3 − 3z + 2
, 1 < |z| < 2.

4.5.28. f(z) =
z2 − z + 3

z3 − 3z + 2
, 2 < |z| < ∞.

4.5.29. f(z) =
2

z2 − 1
, 1 < |z + 2| < 3.

4.5.30. f(z) =
1

z2 + 2z − 8
, 1 < |z + 2| < 4.

4.5.31. f(z) =
z + 2

z2 − 4z + 3
, 2 < |z − 1| < ∞.

4.5.32. f(z) =
z5

(z2 − 4)2
, 2 < |z| < ∞.

4.5.33. f(z) =
z

(z2 − 4)(z2 − 1)
, 1 < |z| < 2.

4.5.34. f(z) =
1

z2 + 1
, 0 < |z − i| < 2.
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4.5.35. f(z) =
1

(z2 − 4)2
, 4 < |z + 2| < ∞.

4.5.36. f(z) =
2z − 3

z2 − 3z + 2
, 0 < |z − 1| < 1.

4.5.37. f(z) =
2z − 3

z2 − 3z + 2
, 0 < |z − 2| < 1.

4.5.38. f(z) =
2z + 1

z2 + z − 2
, 0 < |z| < 1.

4.5.39. f(z) =
2z + 1

z2 + z − 2
, 1 < |z| < 2.

4.5.40. f(z) =
2z + 1

z2 + z − 2
, 2 < |z| < ∞.

Завдання: розвинути функцiю в ряд Лорана.

4.5.41. f(z) = z2e1/z, |z| < 1.

4.5.42. f(z) = z cos
1

z − 2
, 0 < |z − 2| < 1.

4.5.43. f(z) = e1/(z−1), 0 < |z − 1| < 1.

4.5.44. f(z) = cos
3z

z − i
, 1 < |z − i| < 2.

4.5.45. f(z) = cos
z2 − 4z

(z − 2)2
, 0 < |z − 2| < 1.

4.5.46. f(z) = z2 sin
1

z − 1
, 0 < |z − 1| < 1.

4.5.47. f(z) = z2 sin π
z + 1

z
, |z| < 1.

4.5.48. f(z) = sin z sin
1

z
, 0 < |z| < ∞.

4.5.49. f(z) = sin
z

1 − z
, 0 < |z − 1| < 1.

4.5.50. f(z) = sin
5z

z − 2i
, 0 < |z − 2i| < 1.

4.5.51. f(z) = ctg z, 1 < |z| < 2.

4.5.52. f(z) = ctg z, π < |z| < 2π.

4.5.53. f(z) = z cos π
z + 3

z − 1
, 0 < |z − 1| < 1.
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4.5.54. f(z) = (z − 3) cos π
z − 3

z
, 0 < |z| < π.

4.5.55. f(z) =
1

z − 2
ln

z − i

z + i
, 1 < |z| < 2.

4.5.56. f(z) = cos
1

z
, 1 < |z| < 2.

4.5.57. f(z) = sin
3z − i

3z + i
, 0 <

∣

∣

∣

∣

z +
i

3

∣

∣

∣

∣

< 1.

4.5.58. f(z) = ze

π

(z − a)2
, 0 < |z − a| < 2.

4.5.59. f(z) =
1

z − 1
e1/(z−1), 0 < |z − 1| < 2.

4.5.60. f(z) = sin
z2 − 4z

(z − 2)2
, 0 < |z − 2| < 1.

Завдання: визначити область збiжностi ряду Лорана.

Приклад 4.13

Визначити область збiжностi ряду
∞

∑

n=1

(3 + 4i)n

(z + 2i)n
+

∞
∑

n=0

(

z + 2i

6

)n

.

Розв’язання. Ряд за додатними степенями
∞

∑

n=0

(

z + 2i

6

)n

належить до

правильної частини ряду Лорана i збiгається в крузi |z + 2i| < R. Для обчи-
слення радiуса збiжностi для даного ряду придатнi як формула Даламбера

R = lim
n→∞

∣

∣

∣

∣

Cn

Cn+1

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

6−n

6−n−1

∣

∣

∣

∣

= 6,

так i формула Кошi–Адамара

R =
1

lim
n→∞

n
√

|Cn|
=

1
n
√

6−n
= 6.

Для визначення областi збiжностi ряду за вiд’ємними степенями
∞

∑

n=1

(3 + 4i)n

(z + 2i)n

перепишемо його у виглядi
∞

∑

n=1

(3+4i)ntn, де t = 1/(z+2i). За ознакою Далам-

бера lim
n→∞

∣

∣

∣

∣

(3 + 4i)n+1tn+1

(3 + 4i)ntn

∣

∣

∣

∣

< 1 або за ознакою Кошi lim
n→∞

n
√

|(3 + 4i)ntn| < 1
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отримаємо нерiвнiсть

|t| =

∣

∣

∣

∣

1

z + 2i

∣

∣

∣

∣

<
1

|3 + 4i| , тобто |z + 2i| > |3 + 4i| = r = 5,

яка визначає внутрiшню межу кiльця збiжностi r < |z+2i| < R ряду Лорана.
Отже, заданий ряд збiгається в кiльцi 5 < |z + 2i| < 6.

4.5.61.
∞

∑

n=1

ein

(z + 1)n
+

∞
∑

n=0

(z + 1)n

ein+1/2
.

4.5.62.
∞

∑

n=1

(1 − 2i)n

(z + i)n
+

∞
∑

n=0

(

z + i

3

)n

.

4.5.63.
∞

∑

n=1

(

1

n
+ in

)

(z + 1 + i)n.

4.5.64.
∞

∑

n=1

1

nn(z − 2 + i)n
+

∞
∑

n=0

(1 + in)(z − 2 + i)n.

4.5.65.
∞

∑

n=1

(

2

z

)n

+
∞

∑

n=0

(z

4

)n

.

4.5.66.
∞

∑

n=1

n

(z + 1 − i)n
+

∞
∑

n=0

n(z + 1 − i)n.

4.5.67.
∞

∑

n=1

sin in

(z − i)n
+

∞
∑

n=0

(z − i)n

n!
.

4.5.68.
∞

∑

n=1

(−1)n

n4zn
+

∞
∑

n=0

zn

n2n
.

4.5.69.
∞

∑

n=1

2n − 1

(z + 1)n
+

∞
∑

n=0

(z + 1)n

(i + n)n
.

4.5.70. − i

2(z − i)
+

1

4

∞
∑

n=0

(−1)n (z − i)n

(2i)n
.

5. Особливi точки i лишки функцiй комплексної змiнної

5.1. Iзольованi особливi точки однозначного характеру

Точка z0 називається iзольованою особливою точкою однозначного
характеру функцiї f(z), якщо функцiя f(z) регулярна в деякому околi точки
z0 i не регулярна в самiй точцi z0.

54



Iзольована особлива точка z0 6= ∞ однозначного характеру функцiї
f(z) називається:

1) усувною особливою точкою, якщо lim
z→z0

f(z) = C0 6= ∞. Тодi розви-

нення функцiї f(z) у ряд Лорана в точцi z0 не мiстить членiв iз вiд’ємними
степенями (z − z0);

2) полюсом, якщо lim
z→z0

f(z) = ∞. Тодi головна частина ряду Лорана

мiстить скiнченну кiлькiсть членiв iз вiд’ємними степенями (z − z0);
3) iстотно особливою точкою, якщо lim

z→z0

f(z) — не iснує. Тодi в головнiй

частинi ряду Лорана мiститься нескiнченна кiлькiсть членiв iз вiд’ємними
степенями (z − z0).

Для того щоб точка z0 була полюсом функцiї f(z) необхiдно й достатньо,

щоб функцiю f(z) можна було зобразити у виглядi f(z) =
ϕ(z)

(z − z0)n
, де ϕ(z)

регулярна в точцi z0, причому ϕ(z0) 6= 0. Число n — номер старшого члена
головної частини ряду Лорана — називається порядком полюса. Очевидно,

що функцiя
1

f(z)
буде мати в точцi z0 нуль n-го порядку.

Класифiкацiя типiв нескiнченно вiддаленої особливої точки z = ∞
аналогiчна випадку скiнчених особливих точок. Але, з урахуванням означе-
ння правильної i головної частин ряду Лорана, в околi z = ∞ маємо

• точка z = ∞ буде усувною особливою точкою для функцiї f(z),

якщо її розвинення в ряд Лорана матиме вигляд f(z) =
∞

∑

k=0

Ck

zk
, тобто

lim
z→∞

f(z) = C0;

• точка z = ∞ буде полюсом порядку m, якщо

f(z) =
∞

∑

k=−m

Ckz
k =

m
∑

k=1

C−kz
k +

∞
∑

k=0

Ck

zk
, де C−m 6= 0,

тобто lim
z→∞

f(z) = ∞;

• точка z = ∞ буде iстотно особливою точкою, якщо в головнiй частинi

ряду Лорана
∞

∑

k=1

Ckz
k мiститься нескiнченна кiлькiсть доданкiв.
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Завдання: знайти особливi точки функцiї i визначити їх тип.

Приклад 5.1

Визначити тип особливої точки z0 = 0 функцiї f(z) =
1 − cos z

z7
.

Розв’язання. Зображуючи функцiю cos z у виглядi ряду Тейлора за сте-
пенями z, отримаємо

f(z) =
1

z7

(

z2

2!
− z4

4!
+

z6

6!
− z8

8!
+

z10

10!
− . . .

)

=

=
1

2!z5
− 1

4!z3
+

1

6!z
− z

8!
+

z3

10!
− . . . ,

що є розвиненням функцiї f(z) у ряд Лорана в околi нуля. Воно вмiщує
скiнченну кiлькiсть членiв iз вiд’ємними степенями z. Звiдси точка z0 = 0 —
полюс п’ятого порядку, оскiльки найбiльший показник вiд’ємного степеня в
z дорiвнює 5.

5.1.1. f(z) = e
1

z−1 .

5.1.2. f(z) = cos z − 1.

5.1.3. f(z) = z5 + z3.

5.1.4. f(z) = ez − 1.

5.1.5. f(z) =
z2 + 1

z2 − 1
.

5.1.6. f(z) =
1 − cos z

z + 1
.

5.1.7. f(z) = z − sin z.

5.1.8. f(z) =
cos z

z
.

5.1.9. f(z) =
1 − cos z

z2
.

5.1.10. f(z) =
sin z

z3
.

5.1.11. f(z) =
sin z

e−z + z − 1
.

5.1.12. f(z) =
z2 − 1

z6 + 2z5 + z4
.

5.1.13. f(z) =
ln(1 + z3)

z2
.

5.1.14. f(z) =
sin z

z2
.

5.1.15. f(z) = (z − 2)e
1

z−2 .

5.1.16. f(z) =
1

cos z − 1 + z2/2
.

5.1.17. f(z) =
1

e−z + z − 1
.

5.1.18. f(z) =
1

z − sin z
.

5.1.19. f(z) =
1

sin z2
.

5.1.20. f(z) =
z

z5 + 2z4 + z3
.

5.1.21. f(z) =
sin πz

(z − 1)3
.

5.1.22. f(z) =
sin2 z

z
.

5.1.23. f(z) =
1 + cos z

z − π
.

5.1.24. f(z) =
z2 − 3z + 2

z2 − 2z + 1
.
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5.1.25. f(z) = cos
1

z + π
.

5.1.26. f(z) =
sin z2

z(z3 + 1)
e1/z.

5.1.27. f(z) =
sin z

z3 + z2 − z − 1
.

5.1.28. f(z) =
1

e−z − 1
+

1

z2
.

5.1.29. f(z) = e1/z2

.

5.1.30. f(z) =
cos πz

(4z2 − 1)(z2 + 1)
.

5.1.31. f(z) =
sh z

z − sh z
.

5.1.32. f(z) = ctg 1/z − 1/z2.

5.1.33. f(z) =
e1/z

(ez − 1)(1 − z)3
.

5.1.34. f(z) = z sh
1

z
.

5.1.35. f(z) =
z2

(z2 − 4)2 cos 1
z−2

.

5.1.36. f(z) = cos 1/z.

5.1.37. f(z) =
ez+e

z + e
.

5.1.38. f(z) = cos
1

z
+ sin

2 − zπ

2z
.

5.1.39. f(z) =
z cos 1

z

cos z − 1
.

5.1.40. f(z) = th z.

Завдання: визначити тип особливої точки z = ∞ функцiї.

5.1.41. f(z) =
z7

(z2 − 4)2 cos
1

z − 2

.

5.1.42. f(z) = ctg
1

z
.

5.1.43. f(z) = ctg
1

z
− 1

z
.

5.1.44. f(z) = sin
1

z
+

1

z2
.

5.1.45. f(z) = e−z cos
1

z
.

5.1.46. f(z) = e
ctg

1

z .

5.1.47. f(z) = e
tg

1

z .

5.1.48. f(z) = sin
1

1 − z
.

5.1.49. f(z) = sin

(

1

sin 1
z

)

.

5.1.50. f(z) = sin

(

1

cos 1
z

)

.

5.2. Лишки та їх обчислення

Нехай z0 — скiнченна iзольована особлива точка функцiї f(z). Лишком

функцiї f(z) у точцi z0 називається число, яке позначається символом resz0
f(z)

або resf(z)

∣

∣

∣

∣

∣

z=z0

, або res[f(z), z0] i визначається рiвнiстю

resz0
f(z) =

1

2πi

∮

γ

f(z)dz,
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де замкнений контур iнтегрування γ належить областi регулярностi функцiї
f(z) i не мiстить у собi iнших особливих точок функцiї f(z), крiм z0.

Зважаючи на те, що лишки частiше застосовують для обчислення iнте-
гралiв, бiльш зручне є зображення їх через коефiцiєнти ряду Лорана: лишок

функцiї дорiвнює коефiцiєнту C−1 при першому вiд’ємному степенi (тобто

при
1

z − z0
) у лоранiвському розвиненнi f(z) в околi точки z0.

Для скiнченних особливих точок (z0 6= ∞) лишки функцiї f(z) зна-
ходять за такими правилами:

• лишок в усувнiй скiнченнiй особливiй точцi дорiвнює нулю;

• лишок у полюсi n-го порядку обчислюють за формулою

resf(z)

∣

∣

∣

∣

∣

z=z0

=
1

(n − 1)!
lim
z→z0

dn−1

dzn−1
[f(z)(z − z0)

n];

• для лишку у простому полюсi (при n = 1) маємо

resf(z)

∣

∣

∣

∣

∣

z=z0

= lim
z→z0

[f(z)(z − z0)];

• лишок у простому полюсi для мероморфних функцiй f(z) =
F (z)

ϕ(z)
, тоб-

то таких, що утворенi дiленням двох регулярних функцiй, дорiвнює

resf(z)

∣

∣

∣

∣

∣

z=z0

=
F (z0)

ϕ′(z0)
, F (z0) 6= 0;

• якщо точка z0 — iстотно особлива точка, то лишок знаходять як коефi-
цiєнт C−1 лоранiвського розвинення f(z) в околi цiєї точки.

У нескiнченно вiддаленiй точцi z = ∞ лишок визначається за фор-
мулою

resf(z)

∣

∣

∣

∣

∣

z=∞
= − 1

2πi

∮

γ

f(z)dz,

де γ — замкнений контур, що охоплює точку z = ∞ i має додатний напрямок.

58



З цього означення випливає:

• лишок функцiї f(z) у нескiнченно вiддаленiй точцi дорiвнює взятому зi

знаком "мiнус"коефiцiєнту при
1

z
у лоранiвському розвиненнi функцiї

в околi точки z = ∞;

• зважаючи на те, що правдива узагальнена теорема про лишки — сума
лишкiв функцiї у всiх її особливих точках, включаючи i нескiнченно

вiддалену точку, дорiвнює нулю
n

∑

i

resf(z)

∣

∣

∣

∣

∣

z=ai

+ resf(z)

∣

∣

∣

∣

∣

z=∞
= 0, —

лишок у точцi z = ∞ можна обчислити за формулою

resf(z)

∣

∣

∣

∣

∣

z=∞
= −

n
∑

i

resf(z)

∣

∣

∣

∣

∣

z=ai

;

• якщо z = ∞ — усувна особлива точка для функцiї f(z), тобто lim
z→∞

f(z) 6=
∞, то з її розвинення в ряд Лорана

f(z) = C0 +
C−1

z
+

C−2

z2
+ · · · , де C0 = lim

z→∞
f(z)

одержимо формулу

resf(z)

∣

∣

∣

∣

∣

z=∞
= −C−1 = lim

z→∞
(f(∞) − f(z))z.

Приклад 5.2

Обчислити res
1

z2 − 1

∣

∣

∣

∣

∣

z=1

.

Перший спосiб розв’язання. Задана функцiя має простi полюси в точках
z = 1 i z = −1, тому вона регулярна в кiльцi 0 < |z − 1| < 2. Її розвинення в
ряд Лорана в цьому кiльцi:

f(z) =
1

(z − 1)(z + 1)
=

1

2

(

1

z − 1
− 1

z + 1

)

=
1

2(z − 1)
− 1

2((z − 1) + 2)
=

=
1

2(z − 1)
− 1

4

(

1 +
z − 1

2

) =
1

2(z − 1)
− 1

4

∞
∑

n=0

(−1)n (z − 1)n

2n
.
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Звiдси res
1

z2 − 1

∣

∣

∣

∣

∣

z=1

= C−1 =
1

2
.

Другий спосiб розв’язання. Точка z = 1 є для функцiї f(z) простим по-
люсом, тому

res
1

z2 − 1

∣

∣

∣

∣

∣

z=1

= lim
z→1

1

z2 − 1
(z − 1) =

1

z + 1

∣

∣

∣

∣

∣

z=1

=
1

2
.

Також можна застосувати правило знаходження лишкiв для мероморфних
функцiй iз простим полюсом:

res
1

z2 − 1

∣

∣

∣

∣

∣

z=1

=
1

(z2 − 1)′

∣

∣

∣

∣

∣

z=1

=
1

2z

∣

∣

∣

∣

∣

z=1

=
1

2
.

Приклад 5.3

Обчислити лишки функцiй f(z) =
1

z7 + 1
i g(z) = e1/z у нескiнченно

вiддаленiй особливiй точцi.

Розв’язання. Функцiя f(z) =
1

z7 + 1
регулярна в точцi z = ∞, оскiль-

ки lim
z→∞

f(z) 6= ∞. Для знаходження лишку побудуємо ряд Лорана методом

дiлення "у стовпчик" багаточлена на багаточлен. Оскiльки розвинення ре-
гулярної функцiї в околi z = ∞ вiдбувається за вiд’ємними степенями z, то
багаточлен, на який будемо дiлити, запишемо в порядку спадання степенiв:

1 |z7 + 1

−1 − 1/z7 1/z7 − 1/z14 + . . .

−1/z7

· · ·

Iз цього розвинення бачимо, що для даної функцiї точка z = ∞ є регу-

лярною точкою i, оскiльки коефiцiєнт C−1 = 0, то res
1

z7 + 1

∣

∣

∣

∣

∣

z=∞
= 0.

Для функцiї g(z) = e1/z точка z = ∞ теж буде регулярною точкою. За-
стосовуючи вiдоме розвинення для експоненти, матимемо

e1/z = 1 +
1

z
+

1

2z2
+ . . . , res

(

e1/z
)

∣

∣

∣

∣

∣

z=∞
= −C−1 = −1.

Тобто лишок в усувнiй особливiй нескiнченно вiддаленiй точцi не завжди
дорiвнює нулю.
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Приклад 5.4

Визначити тип особливих точок функцiї f(z) = z2e1/z i знайти в них ли-
шки.

Розв’язання. Особливими точками цiєї функцiї будуть z = 0 i z = ∞. По-
будуємо ряд Лорана за допомогою вiдомого розвинення для експоненцiальної
функцiї:

f(z) = z2

(

1 +
1

z
+

1

2!z2
+

1

3!z3
+ . . . +

1

n!zn
+ . . .

)

=

= z2 + z +
1

2!
+

1

3!z
+ . . . +

1

n!zn−2
+ . . . +

У випадку z = 0 правильна частина мiстить три доданки z2 + z +
1

2!
, а

головна частина має вигляд
−1
∑

n=−∞

zn

(2 − n)!
. Отже, z = 0 — iстотно особлива

точка. Коефiцiєнт C−1 дорiвнює C−1 = 1/6, тобто res
(

z2e1/z
)

∣

∣

∣

∣

∣

z=0

=
1

6
.

У випадку z = ∞ уже головна частина мiстить скiнченну кiлькiсть до-

данкiв z2 + z, а правильна частина має вигляд
0

∑

n=−∞

zn

(2 − n)!
. Отже, z = ∞ —

полюс другого порядку. Коефiцiєнт C−1 = 1/6, тобто res
(

z2e1/z
)

∣

∣

∣

∣

∣

z=∞
= −1

6
.

Легко переконатися, що сума всiх лишкiв у розширенiй комплекснiй пло-
щинi дорiвнює нулю.

Приклад 5.5

Визначити тип особливих точок функцiї f(z) =
sin z

z4(z − π)
i знайти в них

лишки.
Розв’язання. Точка z = 0 буде нулем i чисельника, i знаменника. Визна-

чимо порядок нуля чисельника. Iз розвинення sin z = z − z3

3!
+

z5

5!
− . . . =

z

(

1 − z2

3!
+

z4

5!
− . . .

)

бачимо, що нуль першого порядку. Отже, z = 0 для

функцiї f(z) — полюс третього порядку. Для знаходження лишку зобразимо
f(z) у виглядi ряду Лорана:

sin z

z4(z − π)
= −

z − z3

3!
+

z5

5!
− . . .

πz4
(

1 − z

π

) =
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= − 1

z4π

(

z − z3

3!
+

z5

5!
− . . .

)(

1 +
z

π
+

z2

π2
+ . . .

)

=

= − 1

πz3
− 1

π2z2
+

1

zπ

(

1

3!
− 1

π2

)

+ . . .

Звiдси res

(

sin z

z4(z − π)

)

∣

∣

∣

∣

∣

z=0

= C−1 =
1

π

(

1

3!
− 1

π2

)

.

Точка z = π буде усувною особливою точкою, оскiльки sin z = sin(z − π)

i lim
z→π

sin(z − π)

z − π
= 1, тому res

(

sin z

z4(z − π)

)

∣

∣

∣

∣

∣

z=π

= 0.

Зважаючи на те, що lim
z→∞

sin z не iснує, точка z = ∞ буде iстотно особли-

вою точкою, в околi якої розвинення в ряд Лорана матиме вигляд

sin z

z4(z − π)
=

sin z

z5
(

1 − π

z

) =
1

z5

(

z − z3

3
+

z5

5!
− . . .

)(

1 +
π

z
+

π2

z2
+ . . .

)

=

= . . . +
1

z

(

π

5!
− π3

7!
+

π5

9!
− . . .

)

+ . . . = . . . +
1

zπ4

(

π5

5!
− π7

7!
+ . . .

)

+ . . .

Оскiльки sin π = π − π3

3!
+

π5

5!
− π7

7!
+ . . . = 0, то C−1 =

1

π4

(

π3

3!
− π

)

. Отже,

res

(

sin z

z4(z − π)

)

∣

∣

∣

∣

∣

z=∞
= −C−1 =

1

π

(

1

π2
− 1

3!

)

.

Зауважимо, що цей результат можна одержати i за узагальненою теоре-
мою про лишки

resf(z)

∣

∣

∣

∣

∣

z=∞
+ resf(z)

∣

∣

∣

∣

∣

z=0

= 0.

Завдання: визначити тип особливих точок функцiї на розширенiй ком-

плекснiй площинi i знайти в них лишки.

5.2.1. f(z) = tg z.

5.2.2. f(z) =
ez

(z − 1)3(z2 + 1)(z − 2)
.

5.2.3. f(z) = z2e1/z.

5.2.4. f(z) =
1

(z + 1)(z − 1)
.

5.2.5. f(z) =
1

sin z
.

5.2.6. f(z) =
1

z2 − 2z + 5
.

5.2.7. f(z) =
z

sin z
.

5.2.8. f(z) =
cos z

z3
.

5.2.9. f(z) =
ez

sin z
.

5.2.10. f(z) = e1/z.
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5.2.11. f(z) =
sin 2z

(z − π
4 )3

.

5.2.12. f(z) =
z2 + 1

z2 − z − 2
.

5.2.13. f(z) =
ez

(z − 1)2(z + 2)3
.

5.2.14. f(z) =
1

1 − cos z
.

5.2.15. f(z) =
1

z6(z2 + 1)2
.

5.2.16. f(z) =
zez

(z − 4)3
.

5.2.17. f(z) =
z2 + z − 1

z2(z − 1)
.

5.2.18. f(z) =
sin 2z

(z + 1)3
.

5.2.19. f(z) =
ez

z2(z2 + 9)
.

5.2.20. f(z) = ctg2 z.

5.2.21. f(z) = cos
1

z − 2
.

5.2.22. f(z) = z3 cos
1

z − 2
.

5.2.23. f(z) = e
z +

1

z .

5.2.24. f(z) = sin z sin
1

z
.

5.2.25. f(z) = sin
z

z + 1
.

5.2.26. f(z) =
sin 2z

(z + i) (z − i/2)2 .

5.2.27. f(z) =
cos z

z3 − π

2
z2

.

5.2.28. f(z) =
1

z3 − z5
.

5.2.29. f(z) =
z2

(z2 + 1)2
.

5.2.30. f(z) =
z2n

(1 + z)4
, n ∈ N.

5.2.31. f(z) =
1

z(1 − z2)
.

5.2.32. f(z) = cos
z2 + 4z − 1

z + 3
.

5.2.33. f(z) =
1

z(1 − e−z)
.

5.2.34. f(z) = zn sin
1

z
, n ∈ N.

5.2.35. f(z) =
1

sin 1/z
.

5.2.36. f(z) =

√
z

sin
√

z
.

5.2.37. f(z) =
tg z

zn
, n ∈ N.

5.2.38. f(z) =
2z + 5

z4 − 4z2 + 4
.

5.2.39. f(z) =
1

2 sin 2z
.

5.2.40. f(z) =
sin z

z2(z − π)
.
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5.3. Обчислення контурних iнтегралiв за допомогою лишкiв

Застосування основної теореми теорiї лишкiв

Теорема Кошi (основна теорема теорiї лишкiв). Якщо функцiя f(z)

регулярна в однозв’язнiй областi D, за винятком скiнченного числа iзольо-

ваних особливих точок z1, z2, . . ., zn, то виконується рiвнiсть

∮

γ

f(z)dz = 2πi

n
∑

k=1

reszk
f(z),

де γ— простий замкнений контур, що належить областi D i обходить особливi
точки z1, z2, . . ., zn у додатному напрямку.

Приклад 5.6

Обчислити
∮

|z|=1

zme(
1
z)dz, (m ∈ N).

Розв’язання. Пiдiнтегральна функцiя є регулярна на контурi iнтегрування
i у внутрiшностi контуру, за винятком точки z = 0, в якiй функцiя має iстотну
особливiсть. Тому

∮

|z|=1

zme(
1
z)dz = 2πi res

(

zme(
1
z)

)

∣

∣

∣

∣

∣

z=0

.

Для знаходження лишку в iстотно особливiй точцi зобразимо пiдiнтегральну
функцiю у виглядi ряду Лорана:

zme(
1
z) = zm

∞
∑

k=0

1

k!zk
= zm +

zm−1

1!
+ · · · + 1

m!
+

1

(m + 1)!z
+ · · · ,

звiдси res
(

zme(
1
z)

)

∣

∣

∣

∣

∣

z=0

=
1

(m + 1)!
. Остаточно

∮

|z|=1

zme(
1
z)dz =

2πi

(m + 1)!
.

Приклад 5.7

Обчислити
∮

|z−i|=2

sin(1/z)

z2 + 4
dz.

Розв’язання. Особливими точками пiдiнтегральної функцiї будуть: z = 0

— iстотно особлива точка, z = ±2i — простi полюси. Але у внутрiшнiсть кола
|z − i| = 2 потрапляють тiльки точки z = 0 i z = 2i, тому

I = 2πi

(

res

(

sin(1/z)

z2 + 4

)

∣

∣

∣

∣

∣

z=0

+ res

(

sin(1/z)

z2 + 4

)

∣

∣

∣

∣

∣

z=2i

)

.
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Для знаходження лишку в точцi z = 0 запишемо розвинення пiдiнтеграль-
ної функцiї в ряд Лорана

sin(1/z)

z2 + 4
=

1

4

sin(1/z)

1 +
(z

2

)2 =
1

4

(

1

z
− 1

z33!
+

1

z55!
− . . .

)(

1 − z2

22
+

z4

24
− . . .

)

=

=
1

4z

(

1 +
1

223!
+

1

245!
+ . . .

)

+ . . . =

=
1

2z

(

1

2
+

(1/2)3

3!
+

(1/2)5

5!
+ . . .

)

+ . . .

Звiдси res

(

sin(1/z)

z2 + 4

)

∣

∣

∣

∣

∣

z=0

= C−1 =
1

2
sh(1/2).

Для точки z = 2i за формулою для знаходження лишку мероморфної
функцiї у простому полюсi знайдемо

res

(

sin(1/z)

z2 + 4

)

∣

∣

∣

∣

∣

z=2i

=
sin(1/z)

(z2 + 4)′

∣

∣

∣

∣

∣

z=2i

=
sin(1/z)

2z

∣

∣

∣

∣

∣

z=2i

= −1

4
sh(1/2).

Отже,

I = 2πi

(

1

2
− 1

4

)

sh(1/2) =
πi

2
sh(1/2).

Завдання: обчислити iнтеграл за допомогою лишкiв.

5.3.1.
∮

|z−3i|=4

dz

ez − 1
.

5.3.2.
∮

|z|=3

dz

z2 + 4z3
.

5.3.3.
∮

|z|=1

ctg zdz

4z − π
.

5.3.4.
∮

|z|=2

z2dz

(z2 + 1)(z + 3)
.

5.3.5.
∮

|z|=1

cos zdz

z2(z − 2)
.

5.3.6.
∮

|z|=2

e2zdz

z(z − 1)2(z + 3)
.

5.3.7.
∮

(x−1)2+y2

9 =1

zdz

z4 + 1
.

5.3.8.
∮

|z+1|= 3
2

ch 2zdz

z2(z + 2)(z − 1)
.

5.3.9.
∮

|z− iπ
2 |=1

(z2 + 1)dz

sh 2z
.

5.3.10.
∮

|z|=2

2dz

ch z
.

5.3.11.
∮

x2+ (y−1)2

4 =1

dz

(z2 + 4)2
.

5.3.12.
∮

|z−π
2 |=1

ctg 3zdz.
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5.3.13.
∮

x2+y2=2x

dz

z4 + 1
.

5.3.14.
∮

|z−i|=3

(ez2 − 1)dz

z3 − iz2
.

5.3.15.
∮

x2+y2−2x

e2zdz

z3 − 1
.

5.3.16.
∮

|z|=
√

3

sin πzdz

z2 − z
.

5.3.17.
∮

|z|=1

z2dz

sin3 z cos z
.

5.3.18.
∮

|z|=3

z2dz

(z − 2)(z2 + 1)
.

5.3.19.
∮

|z−3i|=4

dz

ez − 1
.

5.3.20.
∮

|z−2i|= 1
2

ln(2 + z)dz

(z − 2i)2
.

5.3.21.
∮

|z|=3

dz

z5 + 4z3
.

5.3.22.
∮

|z+2|=2

dz

(z + 2)2(z2 + 1)
.

5.3.23.
∮

|z|=2

z2dz

sin3 z cos z
.

5.3.24.
∮

|z−2|= 3
2

ezdz

(z − 1)2z
.

5.3.25.
∮

|z+2|=1

dz

(z + 2)2(z − 3)2
.

5.3.26.
∮

|z|=1

z3 sin
1

z
dz.

5.3.27.
∮

|z|= 1
3

(z + 1)e1/zdz.

5.3.28.
∮

|z−i|=1

ezdz

z4 + 2z2 + 1
.

5.3.29.
∮

|z+1|=4

zdz

ez + 3
.

5.3.30.
∮

x2

9 +y2

4 =1

cos z
2dz

z2 − 4
.

5.3.31.
∮

x2/3+y2/3=32/3

zdz

(z − 1)2(z + 2)
.

5.3.32.
∮

x2

4 +y2=1

sin πzdz

(z2 − 1)3
.

5.3.33.
∮

|z|=4

eizdz

(z − π)3
.

5.3.34.
∮

x2+y2=16

(z + 1)dz

z2 + 2z − 3
.

5.3.35.
∮

|z|=2

ezdz

z3(z + 1)
.

5.3.36.
∮

x2

3 +y2

9 =1

z sin zdz

(z − 1)5
.

5.3.37.
∮

|z|= 2
3

(

sin
1

z2
+ ez2

cos z

)

dz.

5.3.38.
∮

L

tg zdz

z2 + 1
, L − ромб iз вершинами

{

z1 = 3, z2 = 2i,

z3 = −3, z4 = −2i.

5.3.39.
∮

L

zdz

cos z
, L − ламана iз вершинами

{

z1 = −i, z2 = 2 − i,

z3 = 2 + i, z4 = i.
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5.3.40.
∮

L

ezidz

sin 2z
, L − ромб iз вершинами z1 = 2, z2 = i, z3 = −2, z4 = −i.

Застосування узагальненої теореми про лишки

Якщо у внутрiшнiсть контуру iнтегрування потрапляє бiльше особливих
точок, нiж зовнi, або обчислення лишкiв у цих точках викликає труднощi,
доцiльно застосувати узагальнену теорему про лишки

n
∑

k=1

resf(z)

∣

∣

∣

∣

∣

zk

+ resf(z)

∣

∣

∣

∣

∣

z=∞
= 0.

i перейти до обчислення лишкiв у нескiнченно вiддаленiй точцi та в тих осо-
бливих точках, якi не потрапляють у внутрiшнiсть контуру iнтегрування.

Приклад 5.8

Обчислити I =

∮

|z|=2

dz

(z10 − 1)2
.

Розв’язання. Пiдiнтегральна функцiя має у внутрiшностi кола |z| = 2

десять кратних полюсiв, що робить обчислення iнтеграла за допомогою без-
посереднього пiдрахування лишкiв майже неможливим. Однак застосування
теореми про суму лишкiв у розширенiй комплекснiй площинi зводить пробле-
му обчислення iнтеграла до знаходження лишку тiльки в нескiнченно вiдда-
ленiй точцi

10
∑

k=1

res
1

(z10 − 1)2

∣

∣

∣

∣

∣

zk

= −res
1

(z10 − 1)2

∣

∣

∣

∣

∣

z=∞
.

Пiдiнтегральна функцiя в нескiнченностi має нуль двадцятого порядку. Тому
розвинення в ряд Лорана в околi z = ∞ мiстить тiльки вiд’ємнi степенi, по-
чинаючи з двадцятого. Оскiльки C−1 = 0, то лишок у нескiнченно вiддаленiй
точцi дорiвнює нулю. Отже, I = 0.

Приклад 5.9

Обчислити iнтеграл I =

∮

|z−1|=1

cos

(

zπ

2z − 1

)

dz

(z − 2)(z − 1)5
.

Розв’язання. Особливi точки пiдiнтегральної функцiї: z = 2 — простий
полюс, z = 1 — полюс кратностi n = 5, z = 1/2 — iстотно особлива точка.
Точка z = 2 не входить в область |z − 1| = 1, а точки z = 1 i z = 1/2

— входять. Тому, щоб не обчислювати лишки в iстотно особливiй точцi й
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кратному полюсi, застосуємо узагальнену теорему про лишки

resf(z)

∣

∣

∣

∣

∣

z=1

+ resf(z)

∣

∣

∣

∣

∣

z=1/2

= −resf(z)

∣

∣

∣

∣

∣

z=2

− resf(z)

∣

∣

∣

∣

∣

z=∞
.

Лишок у простому полюсi z = 2 дорiвнює

resf(z)

∣

∣

∣

∣

∣

z=2

=

cos

(

zπ

2z − 1

)

(z − 1)5

∣

∣

∣

∣

∣

z=2

= cos

(

2π

3

)

= −1

2
.

Точка z = ∞ — усувна особлива точка, для якої f(∞) = 0. Тодi за фор-
мулою для обчислення лишку в нескiнченно вiддаленiй точцi усувного типу
маємо

resf(z)

∣

∣

∣

∣

∣

z=∞
= lim

z→∞
(f(∞) − f(z))z = − lim

z→∞

z cos

(

zπ

2z − 1

)

(z − 2)(z − 1)5
= 0.

Отже, I = −2πi resf(z)

∣

∣

∣

∣

∣

z=2

= −2πi(−1/2) = πi.

Завдання: обчислити iнтеграл за допомогою узагальненої теореми про

лишки.

5.3.41.
∮

|z|=1.5

dz

(z + 2)(z7 − 1)
.

5.3.42.
∮

|z|=2

z2 + z + 1

z2(z − 1)
dz.

5.3.43.
∮

|z|=3

ez

z2(z2 + 4)
dz.

5.3.44.
∮

|z|=2

z2

z2 + 1
dz.

5.3.45.
∮

|z|=1

dz

z3 − z5
.

5.3.46.
∮

|z|=2

dz

z(1 − z2)
.

5.3.47.
∮

|z|=4

ez

z2(z2 − 9)
dz.

5.3.48.
∮

|z|=2

z9

z10 − 1
dz.

5.3.49.
∮

|z|=3

z17dz

(z2 + 2)3(z3 + 3)4
.

5.3.50.
∮

|z|=2

dz

1 + z4
.

5.3.51.
∮

|z|=4

dz

(z − 3)(z5 − 1)
.

5.3.52.
∮

|z|=4

dz

(z2 − 1)2(z − 3)2
.

5.3.53.
∮

|z|=5

dz

(z − 4)5(z + 3)4
.

5.3.54.
∮

|z|=2

dz

(z4 − 1)(z5 + 1)
.
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5.3.55.
∮

|z|=2

z2 + 1

z3
dz.

5.3.56.
∮

|z|=1

z2 sin
1

z
dz.

5.3.57.
∮

|z|=2

dz

(1 + z12)3
.

5.3.58.
∮

|z|=3

z3

(z − 1)3(z4 + 1)
.

5.3.59.
∮

|z|=1.5

dz

z16 − 1
.

5.3.60.
∮

|z|=3

dz

(z11 + 1)(z − 2)3
.

5.4. Логарифмiчний лишок. Принцип аргументу

Логарифмiчною похiдною функцiї f(z) називається функцiя ϕ(z), що
є похiдна вiд логарифма функцiї f(z)

ϕ(z) = [Ln f(z)]′ =
f ′(z)

f(z)
.

Особливими точками функцiї ϕ(z) можуть бути тiльки нулi або полюси фун-
кцiї f(z).

Логарифмiчним лишком функцiї f(z) вiдносно замкненого контуру γ

називається лишок її логарифмiчної похiдної, який дорiвнює
1

2πi

∮

γ

f ′(z)

f(z)
dz.

Теорема. Нехай функцiя f(z) регулярна в обмеженiй однозв’язнiй обла-

стi D, за винятком скiнченного числа полюсiв, i не має нi нулiв, нi полюсiв

на межi γ цiєї областi. Тодi має мiсце формула

1

2πi

∮

γ

f ′(z)

f(z)
dz = N − P,

де N – число нулiв, а P – число полюсiв функцiї f(z) у D з урахуванням їх

порядкiв.

Дану теорему називають ще принципом аргументу , оскiльки її мо-
жна сформулювати через означення логарифма так: логарифмiчний лишок

функцiї f(z) вiдносно замкненого контуру γ дорiвнює приросту ∆γ arg f(z)

аргументу f(z) при обходi контуру γ у додатному напрямку, подiленому

на 2π

1

2πi

∮

γ

f ′(z)

f(z)
dz =

1

2πi

∮

γ

d (ln f(z)) =
1

2πi

∮

γ

d (ln |f(z)|) +
1

2π

∮

γ

d (arg f(z))

=
1

2π
∆γ arg f(z) = N − P.
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Завдання: знайти логарифмiчний лишок функцiї.

Приклад 5.10

Знайти логарифмiчний лишок функцiї f(z) =
1 + z2

1 − cos 2πz
вiдносно кола

|z| = π.
Розв’язання. З рiвняння 1 + z2 = 0 визначимо нулi чисельника: a1 = −i,

a2 = i. Очевидно, що цi нулi простi. З рiвняння 1 − cos 2πz = 0 знайдемо
нулi знаменника: zn = n, n = 0,±1,±2, . . . Кратнiсть цих нулiв дорiвнює 2,

тому що (1 − cos 2πz)′
∣

∣

∣

∣

∣

z=n

= 2πsin 2πz

∣

∣

∣

∣

∣

z=n

, (sin 2πz)′
∣

∣

∣

∣

∣

z=n

6= 0. Оскiльки нулi

чисельника не збiгаються з нулями знаменника, у внутрiшностi кола |z| = π

задана функцiя має два простих нуля i сiм полюсiв кратностi 2, тобто N = 2,
P = 14. Отже, для логарифмiчного лишка даної функцiї вiдносно кола |z| = π

маємо
1

2πi

∮

|z|=π

f ′(z)

f(z)
dz = 2 − 14 = −12.

Приклад 5.11

Знайти логарифмiчний лишок функцiї f(z) =
sin z2

z3 − πz2/4
вiдносно кола

|z| = π.
Розв’язання. Для чисельника з рiвняння sin z2 = 0 знайдемо: z = 0 — нуль

другого порядку i простi нулi в точках z = ±√
nπ i z = ±i

√
nπ, n = 1, 2, 3, . . .

Для знаменника з рiвняння z3 − π

4
z2 = 0 маємо: z = 0 — нуль другого

порядку i простий нуль у точцi
π

4
.

Оскiльки z = 0 є нуль i чисельника, i знаменника, то розглянемо

lim
z→0

sin z2

z3 − π

4
z2

= lim
z→0

sin z2

z2
· lim

z→0

1

z − π

4

= −4

π
,

тобто z = 0 — усувна особлива точка.
Таким чином, у внутрiшнiсть кола |z| = π потрапляють простi нулi фун-

кцiї f(z) у точках z = ±√
nπ, z = ±i

√
nπ, n = 1, 2, 3 i полюс у точцi z =

π

4
.

Отже, логарифмiчний лишок функцiї f(z) вiдносно кола |z| = π дорiвнює

1

2πi

∮

|z|=π

f ′(z)

f(z)
dz = 12 − 1 = 11.

Рекомендацiї до виконання: спочатку слiд знайти нулi чисельника i зна-

менника, якi потрапляють у внутрiшнiсть контуру, визначити їх кра-
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тнiсть. У випадку, коли нулi чисельника i знаменника збiгаються, необхi-

дно дослiдити поведiнку функцiї в цiй точцi. Далi слiд застосувати теоре-

му про логарифмiчний лишок.

5.4.1. f(z) =
ch z

eiz − 1
, γ : |z| = 8.

5.4.2. f(z) =
z

1 + z3
, γ : |z| = 2.

5.4.3. f(z) = th z, γ : |z| = 8.

5.4.4. f(z) = tg3 z, γ : |z| = 6.

5.4.5. f(z) =
sin z

1 + z3
, γ : |z| = 2.

5.4.6. f(z) =
z4

1 + z4
, γ : |z| = 2.

5.4.7. f(z) = tg2 z, γ : |z| = π.

5.4.8. f(z) =
ctg z

z2
, γ : |z| = π.

5.4.9. f(z) =
1

z − z3
, γ : |z| = 4.

5.4.10. f(z) =
sin z

z − z3
, γ : |z| = 2.

5.4.11. f(z) =
1 + z3

1 − sin 2πz
, γ : |z| = π.

5.4.12. f(z) = cos z + sin z, γ : |z| = 4.

5.4.13. f(z) = (ez − 2)2, γ : |z| = 8.

5.4.14. f(z) =
z5

(1 − z)2
, γ : |z| = 5.

5.4.15. f(z) =
cos z

z − z3
, γ : |z| = 4.

5.4.16. f(z) =
cos z

z2
, γ : |z| = 3.

5.4.17. f(z) = 1 − tg2 z, γ : |z| = 2.

5.4.18. f(z) =
z − z2

1 − cos z
γ : |z| = 5.

5.4.19. f(z) =
1

z(z2 + 4)2
, γ : |z| = 3.

5.4.20. f(z) = ctg z − 1

z
, γ : |z| = 2π.

5.5. Визначення числа нулiв багаточлена в пiвплощинi

Одним iз застосувань принципу аргументу є знаходження числа нулiв ба-
гаточлена у правiй i лiвiй пiвплощинах. Для цього обирають контур у виглядi
пiвкола CR = {|z| = R, Re z > 0} або CR = {|z| = R, Re z < 0} досить вели-
кого радiуса R, щоб усi шуканi нулi потрапили в пiвколо, i вiдрiзка уявної осi
[−iR, iR].

Для обчислення приросту аргументу ∆CR
arg Pn(z) багаточлен Pn(z) =

zn+an−1z
n−1+· · ·+a0 зображують у виглядi Pn(z) = zn

(

1 +
an−1

z
+ · · · + a0

zn

)

.

Тодi

∆CR
arg Pn(z) = ∆CR

arg zn + ∆CR
arg

(

1 +
an−1

z
+ · · · + a0

zn

)

.

Оскiльки
(

1 +
an−1

z
+ · · · + a0

zn

)

→ 1 при z → ∞, то початок координат не

обходиться i ∆CR
arg

(

1 +
an−1

z
+ · · · + a0

zn

)

→ 0, у той час як ∆CR
arg zn =
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n∆CR
arg z = nπ.

Для визначення ∆[−iR,iR]arg Pn(z) записують параметричне рiвняння для
уявної осi z = it, t ∈ (−∞,∞), пiдставляють його у вираз для багаточлена
w = Pn(it) i вiдокремлюють дiйсну й уявну частини U = Re P (w) = U(t),
V = Im P (w) = V (t). Далi знаходять кут, на який повернувся вектор w(t), з
можливими обертами навколо нуля, при перемiщеннi вiд t = +∞ до t = −∞
для правої пiвплощини i вiд t = −∞ до t = +∞ для лiвої. Основна труднiсть
при цьому полягає у правильнiй побудовi образу багаточлена на площинi w,
тобто кривої U = U(t), V = V (t), t ∈ (−∞,∞).

Приклад 5.12

Знайти число нулiв багаточлена P (z) = z3 − 1 у правiй {Re z > 0} i лiвiй
{Re z < 0} пiвплощинах.

Розв’язання. Спочатку розглянемо випадок правої пiвплощини. Для за-
стосування принципу аргументу необхiдно обрати замкнений контур iнтегру-
вання. Оскiльки для багаточлена z3 − 1 не iснує суто уявних коренiв z = iy,
контур iнтегрування γ оберемо як вiдрiзок [iR,−iR] уявної осi й пiвкола
CR = {|z| = R, Re z > 0} настiльки великого радiуса, щоб усi шуканi нулi
потрапили всередину контуру γ.

Застосовуючи принцип аргументу для числа нулiв у правiй пiвплощинi,
маємо

N =
1

2π
∆γargP (z) =

1

2π

(

∆CR
argP (z) + ∆[iR,−iR]argP (z)

)

.

Якщо R → ∞, то

∆CR
argP (z) ∼ ∆CR

argz3 = 3∆CR
argz = 3π.

Для обчислення приросту аргументу на вiдрiзку [iR,−iR] позначимо z =

it (−R 6 t 6 R). Тодi w(t) = P3(z) = z3(t) − 1 = U(t) + iV (t) = −1 − it3,
звiдси U = −1, V = −t3, що задає пряму на комплекснiй площинi (рис. 2).

Значення w багаточлена прямує
вздовж цiєї лiнiї вiд точки w(R) = −1−iR3

до w(−R) = −1 + iR3, тобто вектор
w = P3(z) робить поворот у вiд’ємному
напрямку на кут ϕ. З рисунка бачимо, що
при R → ∞ ϕ → π. Таким чином, для
приросту аргументу маємо

∆[iR,−iR]argP (z) =
π

2
− 3π

2
= −π.

Рис. 2
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Отже, у правiй пiвплощинi знаходиться тiльки один нуль багаточлена

N =
1

2π
(3π − π) = 1,

у чому легко переконатися розглядаючи явнi значення коренiв рiвняння

z3 = 1, z1 = 1, z2 = −1

3
+ i

3

2
, z3 = −1

3
− i

3

2
.

Для випадку лiвої пiвплощини (Re z < 0) контур CR оберемо теж у виглядi
пiвкола, але вже в лiвiй пiвплощинi, CR = {|z| = R, Re z < 0}. При R → ∞
знову маємо

∆CR
argP (z) = 3π.

Але проходження вiдрiзка уявної осi [iR,−iR] зараз йде в протилежному
напрямку, нiж у попередньому випадку, тому

∆[iR,−iR]argP (z) =
3π

2
− π

2
= π.

Отже, у лiвiй пiвплощинi розташованi два нулi багаточлена:

N =
1

2π
(3π + π) = 2.

Цi нулi вiдповiдають кореням багаточлена z2 i z3.
Приклад 5.13

Знайти кiлькiсть нулiв багаточлена P (z) = z12− z +1 у правiй {Re z > 0}
пiвплощинi.

Розв’язання. Для даного багаточлена теж не iснує суто уявних коренiв
z = iy, тому контур iнтегрування γ складається з вiдрiзка уявної осi [−iR, iR]

i пiвкола CR = {|z| = R, Re z > 0}.
При R → ∞ ∆CR

arg(z12 − z + 1) ∼ ∆CR
arg z12 = 12π. Покладемо z = it

(−R 6 t 6 R), тодi w = z12 − z +1 = t12 − it+1 = U + iV , звiдси U = t12 +1,
V = −t, що задає криву, показану на рис. 3.

Оскiльки контур γ на уявнiй осi проходить вiд точки z = +iR до точки z =

−iR, правило обходу одержаної кривої буде вiд w = R2 + 1− iR до w = R2 +

1 + iR. Зважаючи на те, що кутовий коефiцiєнт дотичної до кривої w(t) при

t = ±∞ дорiвнює lim
t→±∞

−t

t12 + 1
= 0, вектор w(t) рухається вздовж замкненої

кривої i не обходить початок, тому ∆[−iR,iR]arg(z12 − z + 1) = 0. Отже, у

правiй пiвплощинi розташовано N =
12π

2π
= 6 нулiв даного багаточлена.
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Рис. 3 Рис. 4
Для порiвняння розглянемо рух радiус-вектора w = P (z) для багаточле-

на z12 − z − 1. Оскiльки вектор w(t) тепер обходить початок у вiд’ємному
напрямку (рис. 4), то ∆[−iR,iR]arg(z12 − z − 1) = −2π. Отже, для багаточлена

z12 − z − 1 у правiй пiвплощинi буде розташовано N =
12π − 2π

2π
= 5 нулiв.

Завдання: визначити число нулiв у лiвiй пiвплощинi.

5.5.1. z5 + z4 + 2z3 − 8z − 1 = 0.

5.5.2. z7 − 2z − 5 = 0.

5.5.3. z4 + 2z3 + 3z2 + z + 2 = 0.

5.5.4. z3 − 2z − 5 = 0.

5.5.5. z3 − 4z2 + 5 = 0.

5.5.6. 2z3 − z2 − 7z + 5 = 0.

5.5.7. z5 + 5z4 − 5 = 0.

5.5.8. z10 − z + 1 = 0.

5.5.9. z3 − z2 − z − 8 = 0.

5.5.10. z5 + z3 + z − 1 = 0.

Завдання: визначити число нулiв у правiй пiвплощинi.

5.5.11. z5 + z4 + 2z3 − 8z − 1 = 0.

5.5.12. z4 − 2z3 + z2 − 1 = 0.

5.5.13. z4 + 2z3 + 3z2 + z + 2 = 0.

5.5.14. z3 − 2z − 5 = 0.

5.5.15. 2z5+z4−6z3+3z2+4z+2 = 0.

5.5.16. 2z3 − z2 − 7z + 5 = 0.

5.5.17. z5 + 5z4 − 5 = 0.

5.5.18. z8 + z − 1 = 0.

5.5.19. z3 − z2 − z − 8 = 0.

5.5.20. z5 + z3 + z − 1 = 0.
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5.6. Теорема Руше

Якщо функцiї f(z) i ϕ(z) регулярнi в обмеженiй однозв’язнiй областi D

i на її межi γ i якщо в усiх точках контуру γ задовольняється нерiвнiсть

|f(z)| > |ϕ(z)|, тодi функцiї f(z) i F (z) = f(z) + ϕ(z) мають в областi D

однакове число нулiв.

Приклад 5.14

Знайти число нулiв функцiї F (z) = z8 − 4z5 + z3 + 1 в областi |z| < 1.
Розв’язання. Зобразимо функцiю F (z) у виглядi суми двох функцiй f(z)

i ϕ(z), якi оберемо, наприклад, як

f(z) = −4z5, ϕ(z) = z8 + z3 + 1.

Тодi на колi |z| = 1 будемо мати

|f(z)| = | − 4z5| = 4, |ϕ(z)| = |z8 + z3 + 1| ≤ |z8| + |z3| + 1 = 3,

тобто виконуватиметься нерiвнiсть |f(z)| > |ϕ(z)|. Функцiя f(z) = −4z5 має
нуль п’ятого порядку в початку координат. За теоремою Руше функцiя

F (z) = f(z) + ϕ(z) = z8 − 4z5 + z3 + 1

теж має всерединi кола |z| = 1 п’ять нулiв.
Зауважимо, що в данiй задачi, як i в деяких iнших, можливий i iнший

вибiр функцiй, наприклад f(z) = z8 − 4z5, ϕ(z) = z3 + 1, для яких на колi
|z| = 1 теж виконується умова |f(z)| > |ϕ(z)|. Але хоча рiвняння z8 − 4z5 =

z5(z3−4) = 0 i має вiсiм коренiв, троє iз них
(

3
√

4
)

не потрапляють всередину
кола |z| = 1. Отже, в областi |z| < 1 буде п’ять нулiв функцiї F (z).

Завдання: знайти кiлькiсть коренiв рiвняння в заданiй областi.

5.6.1. z6 − 6z + 10 = 0, |z| < 1.

5.6.2. z4 − 3z3 − 1 = 0, |z| < 2.

5.6.3. z3 + z + 1 = 0, |z| < 2.

5.6.4. z5 + z2 + 1 = 0, |z| < 2.

5.6.5. z8 + 6z + 10 = 0, |z| < 1.

5.6.6. z4 − 3z + 1 = 0, |z| < 1.

5.6.7. z7 − 5z4 + z2 − 2 = 0, |z| < 1.

5.6.8. z8 − 4z5 + z2 − 1 = 0, |z| < 1.

5.6.9. z4 + z3 − 4z + 1 = 0, |z| > 1.

5.6.10. z4 + z3 − 4z + 1 = 0, |z| < 2.

5.6.11. z5 − 2z3 + z − 1 = 0, |z| < 1.

5.6.12. z6 − 4z4 + z3 + 1 = 0, |z| < 1.
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5.6.13. z3 − 12z + 2 = 0, |z| < 2.

5.6.14. z6 − 6z + 10 = 0, |z| > 1.

5.6.15. 2z4 − 5z + 2 = 0, |z| < 1.

5.6.16. z4 − 9z + 1 = 0, |z| < 2.

5.6.17. 27z11 − 8z + 10 = 0, |z| < 1.

5.6.18. z8 − 6z6 − z3 + 2 = 0, |z| < 1.

5.6.19. z5 − z3 − z + 5 = 0, |z| < 3.

5.6.20. z6 + z4 + z2 + 1 = 0, |z| < 2.

Приклад 5.15

Знайти число нулiв функцiї F (z) = z6 + 5z5 − z2 + 2 в кiльцi 1 < |z| < 2.
Розв’язання. Спрочатку застосуємо властивостi модулiв комплексних чи-

сел (|z1 − z2| > ||z1| − |z2||) i переконаємося, що на колi |z| = 1, як i на колi
|z| = 2 нулiв багаточлена немає, оскiльки

|z6 + 5z5 − z2 + 2| > 5|z|5 − |z|6 − |z|2 − 2 > 0 i для |z| = 1, i для |z| = 2.

Нехай шукане число нулiв у крузi дорiвнює N . Тодi N = N1 − N2, де N2

— число нулiв багаточлена у крузi |z| < 2, а N1 — у крузi |z| < 1.
Знайдемо число нулiв у крузi |z| < 1. Розбиваючи F (z) на суму функцiй

f(z) = 5z5 i ϕ(z) = z6 − z2 + 2, на колi |z| = 1 маємо

|f(z)| = 5|z|5 = 5, |ϕ(z)| 6 |z|6 + |z|2 + 2 = 4.

Таким чином, |f(z)| > |ϕ(z)| при |z| = 1 i можна застосувати теорему Руше.
Оскiльки рiвняння z5 = 0 у крузi |z| < 1 має корiнь z = 0 кратностi n = 5,
то i багаточлен z6 + 5z5 − z2 + 2 у цiй областi має п’ять нулiв, тобто N1 = 5.

Для застосування теореми Руше на колi |z| = 2 оберемо f(z) = z6 + 5z5 i
ϕ(z) = −z2 + 2, для яких внаслiдок нерiвностей

|f(z)| > 5|z|5 − |z|6 = 25(5 − 2) = 25 · 3, |ϕ(z)| 6 |z|2 + 2 = 6, |z| = 2

виконуються умови теореми |f(z)| > |ϕ(z)|.
Функцiя f(z) = z6 + 5z5 = z5(z + 5) має нуль кратностi n = 5 у точцi

z = 0, який потрапляє у внутрiшнiсть кола |z| = 2, i нуль у точцi z = −5, яка
не належить кругу |z| < 2. Отже, вiдповiдно до теореми Руше у внутрiшностi
кола |z| = 2 у багаточлена z6 + 5z5 − z2 + 2 буде N2 = 5 нулiв i, оскiльки у
внутрiшностi кола |z| = 1 теж розташовано N1 = 5 нулiв, у кiльцi 1 < |z| < 2

даний багаточлен нулiв не має (N = N2 − N1 = 0).

76



Приклад 5.16

Знайти кiлькiсть коренiв рiвняння ez − 4zn + 1 = 0 в областi |z| < 1.
Розв’язання. Покладемо f(z) = −4zn, ϕ(z) = ez +1. На колi |z| = 1 маємо

|f(z)| = 4|z|n = 4, |ϕ(z)| = |ez+1| 6 |ez|+1 = |ex+iy|+1 = ex+1 < e+1 < 4,

тобто |f(z)| > |ϕ(z)|.
Вiдповiдно до теореми Руше, у внутрiшностi круга |z| < 1 буде розташо-

вано n коренiв рiвняння ez − 4zn + 1 = 0.
Завдання: знайти кiлькiсть коренiв рiвняння в заданiй областi.

5.6.21. z2 − cos z = 0, |z| < 2.

5.6.22. z4 − sin z = 0, |z| < π.

5.6.23. z2 + ch iz = 0, |z| < 1/2.

5.6.24. ch z = z2 − 4z, |z| < 1.

5.6.25. 2z = 4z, |z| < 1.

5.6.26. ez + 6z2 = 0, |z| < 1/2.

5.6.27. z3 − cos z = 0, |z| < π.

5.6.28. ez + 5z2 − z = 0, |z| < 1.

5.6.29. ez + 4z3 − 2 = 0, |z| < 1.

5.6.30. sin z + z2 + 1 = 0, |z| < 1.

5.6.31. 4z4 − 29z2 + 25 = 0, |z| < 3.

5.6.32. z7 − 5z4 + z2 − 2 = 0, |z| < 2.

5.6.33. z6 − 8z + 10 = 0, 1 < |z| < 3.

5.6.34. z6 − 8z + 10 = 0, 1 < |z| < 2.

5.6.35. z3 − 12z + 2 = 0, 1 < |z| < 2.

5.6.36. z8 + 6z + 10, 1 < |z| < 2.

5.6.37. z5 − 3z2 + 5 = 0, 1 < |z| < 2.

5.6.38. z5 − z2 + 1 = 0, 1 < |z| < 2.

5.6.39. z5 − z3 − z + 5 = 0, 1 < |z| < 2.

5.6.40. z5 − z3 − z + 5 = 0, 2 < |z| < 3.
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6. Обчислення означених iнтегралiв за допомогою

лишкiв

6.1. Обчислення означених iнтегралiв типу

2π
∫

0

R(cos ϕ, sin ϕ)dϕ

Розглянемо iнтеграл виду

2π
∫

0

R(cos ϕ, sin ϕ)dϕ, де R — рацiональна фун-

кцiя вiд cos ϕ i sin ϕ, неперервна всерединi промiжку iнтегрування. Такi iнте-
грали, звiвши їх до контурного iнтегрування, можна обчислити за допомогою
теорiї лишкiв. З цiєю метою введемо замiну z = eiϕ, тодi

cos ϕ =
1

2

(

z +
1

z

)

, sin ϕ =
1

2i

(

z − 1

z

)

, dϕ =
dz

iz

i точка z при змiнi ϕ вiд 0 до 2π рухається вздовж замкненого кола |z| = 1.
Тобто

2π
∫

0

R(cos ϕ, sin ϕ)dϕ =

∮

|z|=1

F (z)dz.

Iнтеграл у правiй частинi рiвностi обчислюється за основною теоремою Кошi,
де сума лишкiв функцiї F (z) береться тiльки по тим особливим точкам, що
належать областi |z| < 1.

Приклад 6.1

Обчислити iнтеграл I =

2π
∫

0

dϕ

(a + b cos ϕ)2
(a > b > 0).

Розв’язання. Застосовуючи замiну eiϕ = z, пiсля перетворень маємо

I =
1

iz

∮

|z|=1

dz
(

a + b1
2

(

z + 1
z

))2 =
4

i

∮

|z|=1

zdz

(bz2 + 2az + b)2
=

4

i
2πi

n
∑

k=1

reszk
F (z).

У внутрiшностi кола одиничного радiуса, за умови a > b > 0, знаходиться

тiльки один двократний полюс z1 =
−a +

√
a2 − b2

b
.

Лишок функцiї F (z) =
z

(bz2 + 2az + b)2
у цiй точцi дорiвнює

res F (z)
∣

∣

∣

z1

= lim
z→z1

d

dz

{

z(z − z1)
2

b2(z − z1)2(z − z2)2

}

=
ab

4
(a2 − b2)−3/2.
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Отже,

I =
2πa

(a2 − b2)3/2
.

Завдання: обчислити iнтеграл.

6.1.1.

2π
∫

0

dϕ

2 +
√

3 sin ϕ
.

6.1.2.

2π
∫

0

dϕ

4 +
√

15 sin ϕ
.

6.1.3.

2π
∫

0

dϕ

5 + 2
√

6 sin ϕ
.

6.1.4.

2π
∫

0

dϕ

6 +
√

35 sin ϕ
.

6.1.5.

2π
∫

0

dϕ

7 + 4
√

3 sin ϕ
.

6.1.6.

2π
∫

0

dϕ

5 − 4 sin ϕ
.

6.1.7.

2π
∫

0

dϕ

5 − 3 sin ϕ
.

6.1.8.

2π
∫

0

dϕ

8 − 3
√

7 sin ϕ
.

6.1.9.

2π
∫

0

dϕ

9 − 4
√

5 sin ϕ
.

6.1.10.

2π
∫

0

dϕ

4 −
√

7 sin ϕ
.

6.1.11.

2π
∫

0

dϕ

3 −
√

5 sin ϕ
.

6.1.12.

2π
∫

0

dϕ

3 − 2
√

2 sin ϕ
.

6.1.13.

2π
∫

0

dϕ

4 − 2
√

3 sin ϕ
.

6.1.14.

2π
∫

0

dϕ

5 −
√

21 sin ϕ
.

6.1.15.

2π
∫

0

dϕ

6 − 4
√

2 sin ϕ
.

6.1.16.

2π
∫

0

dϕ

8 − 2
√

15 sin ϕ
.

6.1.17.

2π
∫

0

dϕ√
3 sin ϕ − 2

.

6.1.18.

2π
∫

0

dϕ√
15 sin ϕ − 4

.

6.1.19.

2π
∫

0

dϕ

2
√

6 sin ϕ − 5
.

6.1.20.

2π
∫

0

dϕ√
35 sin ϕ − 6

.

6.1.21.

2π
∫

0

dϕ

(1 +
√

10/11 cos ϕ)2
.

6.1.22.

2π
∫

0

dϕ

(
√

5 + cos ϕ)2
.

6.1.23.

2π
∫

0

dϕ

(1 +
√

6/7 cos ϕ)2
.

6.1.24.

2π
∫

0

dϕ

(2
√

3 +
√

11 cos ϕ)2
.
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6.1.25.

2π
∫

0

dϕ

(3
√

2 + 2
√

3 cos ϕ)2
.

6.1.26.

2π
∫

0

dϕ

(4 + cos ϕ)2
.

6.1.27.

2π
∫

0

dϕ

(4 + 3 cos ϕ)2
.

6.1.28.

2π
∫

0

dϕ

(
√

5 +
√

3 cos ϕ)2
.

6.1.29.

2π
∫

0

dϕ

(
√

7 + 2 cos ϕ)2
.

6.1.30.

2π
∫

0

dϕ

(4 +
√

7 cos ϕ)2
.

6.1.31.

2π
∫

0

dϕ

(3 +
√

5 cos ϕ)2
.

6.1.32.

2π
∫

0

dϕ

(3 + 2
√

2 cos ϕ)2
.

6.1.33.

2π
∫

0

dϕ

(2
√

2 +
√

7 cos ϕ)2
.

6.1.34.

2π
∫

0

dϕ

(
√

6 + cos ϕ)2
.

6.1.35.

2π
∫

0

dϕ

(
√

6 +
√

5 cos ϕ)2
.

6.1.36.

2π
∫

0

dϕ

(
√

7 +
√

5 cos ϕ)2
.

6.1.37.

2π
∫

0

dϕ

(
√

2 + cos ϕ)2
.

6.1.38.

2π
∫

0

dϕ

(
√

5 + 2 cos ϕ)2
.

6.1.39.

2π
∫

0

dϕ

(3 + cosφ)2
.

6.1.40.

2π
∫

0

dϕ

(
√

7 +
√

2 cos ϕ)2
.

6.2. Обчислення невласних iнтегралiв

Теорiя лишкiв може бути застосована i для обчислення iнтегралiв дiй-
сної функцiї по скiнченному (a; b) або нескiнченному (−∞;∞) вiдрiзку осi
X. Основна iдея методу полягає в доповненнi вiдрiзку (a; b) деякою кривою
C для одержання замкненого контуру в комплекснiй площинi. Пiсля аналi-
тичного продовження функцiї f(x) у комплексну площину f(x) → f(z) i
застосування теореми про лишки маємо

b
∫

a

f(x)dx +

∫

C

f(z)dz = 2πi
∑

i

reszi
f(z),

де контур C у бiльшостi випадкiв (для спрощення iнтегрування) обирають у
виглядi пiвкола (або кола).

Якщо iнтервал (a; b) нескiнченний, то безпосереднє iнтегрування (внаслi-
док необмеженостi шляху) стає неможливим. Тодi розглядать внески iнтегра-
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лiв за контуром γ: {[−R,R], CR} при прагненнi R → ∞. При цьому зазвичай
внесок контуру CR явно не обчислюють, а доводять, що вiн дорiвнює нулю.

При обчисленнi iнтегралiв на промiжку [0;∞), якщо пiдiнтегральна фун-
кцiя парна, переходять до iнтеграла на промiжку (−∞;∞):

∞
∫

0

f(x)dx =
1

2

∞
∫

−∞

f(x)dx.

Випадок непарних функцiй буде розглянутий при iнтегруваннi багатозначних
функцiй.

Пiдкреслимо, що при обчисленнi невласних iнтегралiв кожного типу не

обов’язково запам’ятовувати загальнi формули. Важливiше засвоїти ме-

тоди, за якими вони одержуються.

6.3. Обчислення невласних iнтегралiв типу

∞
∫

−∞

P (x)

Q(x)
dx

Метод застосовується до обчислення збiжних iнтегралiв типу

∞
∫

−∞

R(x)dx,

де R(x) — рацiональна функцiя, яка є вiдношенням двох багаточленiв R(x) =

Pk(x)/Ql(x), причому степiнь багаточлена знаменника принаймнi на двi оди-
ницi бiльший, нiж у чисельника: l − k > 2.

Контур iнтегрування γ оберемо у ви-
глядi вiдрiзка [−R, R] i пiвкола CR =

{|z| = R, Im z > 0} (рис. 5). Пiсля ана-
лiтичного продовження функцiї R(x)

у комплексну площину R(x) → R(z),
розглянемо iнтеграл

∮

γ

R(z)dz =

R
∫

−R

R(x)dx +

∫

CR

R(z)dz. Рис. 5

За умови l − k > 2 на пiвколi CR маємо |R(z)| 6 MR−2, тобто внесок
iнтеграла вздовж контуру CR при R → ∞ буде MR−2πR → 0. Остаточно,
пiсля переходу до границi R → ∞,

∞
∫

−∞

R(x)dx = 2πi
∑

i

zesR(z)

∣

∣

∣

∣

∣

z=zi

,
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де сума лишкiв береться по всiх полюсах функцiї R(z), розташованих у верх-
нiй пiвплощинi.

При замиканнi контуру в нижнiй пiвплощинi внаслiдок його протилежно-
го обходу отримаємо

∞
∫

−∞

R(x)dx = −2πi
∑

i

zesR(z)

∣

∣

∣

∣

∣

z=zi

.

Приклад 6.2

Обчислити iнтеграл I =

∞
∫

0

x2dx

(x2 + a2)2
(a > 0).

Розв’язання. Оскiльки пiдiнтегральна функцiя f(x) =
x2

(x2 + a2)2
парна,

то

I =
1

2

∞
∫

−∞

x2dx

(x2 + a2)2
.

Розглянемо функцiю f(z) =
z2

(z2 + a2)2
, яка на дiйснiй осi, тобто при z = x,

збiгається з f(x). Замкнемо контур у верхнiй пiвплощинi пiвколом CR, як
показано на рис. 5. Оскiльки f(z) ∼ 1/z2, внесок пiвкола прагне до нуля при
R → ∞. Тобто iнтегрування вздовж дiйсної осi зводиться до iнтегрування за
контуром γ : {[−R,R], CR}. Функцiя f(z) має у верхнiй пiвплощинi полюс
другого порядку в точцi z = ai, лишок в якому дорiвнює

resf(z)

∣

∣

∣

∣

∣

ai

= lim
z→ai

d

dz
[f(z)(z − ai)2] = lim

z→ai

d

dz

[

z2

(z + ai)2

]

=
1

4ai
.

Звiдси при R → ∞ за основною теоремою про лишки

I =
1

2

∞
∫

−∞

x2dx

(x2 + a2)2
=

1

2
· 2πi · 1

4ai
=

π

4a
.

Приклад 6.3

Обчислити iнтеграл I =

∞
∫

−∞

dx

(x2 + 1)(x − i/2)4
.

Розв’язання. Особливими точками пiдiнтегральної функцiї f(z) будуть
простi полюси z = ±i та z = i/2 — полюс кратностi n = 4. У даному випадку,
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щоб не обчислювати лишок у полюсi четвертого порядку, замкнемо контур у
нижнiй пiвплощинi.

Лишок f(z) у полюсi z = −i дорiвнює

res
1

(z − i/2)4(z2 + 1)

∣

∣

∣

∣

∣

z=−i

=
1/(z − i/2)4

(z2 + 1)′

∣

∣

∣

∣

∣

z=−i

=
24

2 · 34(−i)
.

При z → ∞ внесок пiвкола прагне до нуля, оскiльки f(z) ∼ 1/z6, i iн-
тегрування за замкненим контуром знов зводиться до iнтегрування вздовж
дiйсної осi. Але додатний напрямок обходу контуру зараз вже буде вiд точки
R до точки −R, що потребує змiни знака. Отже, при R → ∞ маємо

∞
∫

−∞

dx

(x2 + 1)(x − i/2)4
= −2πi res

1

(z − i/2)4(z2 + 1)

∣

∣

∣

∣

∣

z=−i

= π

(

2

3

)4

.

Завдання: обчислити iнтеграл.

6.3.1.

∞
∫

−∞

dx

x6 + 1
.

6.3.2.

∞
∫

−∞

dx

(x2 + 1)4
.

6.3.3.

∞
∫

−∞

dx

(x2 + 1)3
.

6.3.4.

∞
∫

−∞

dx

x4 + 1
.

6.3.5.

∞
∫

−∞

dx

x2 + 1
.

6.3.6.

∞
∫

−∞

(x2 − x + 2)dx

x4 + 10x2 + 9
.

6.3.7.

∞
∫

−∞

(x − 1)dx

(x2 + 4)2
.

6.3.8.

∞
∫

−∞

dx

(1 + x4)2
.

6.3.9.

∞
∫

−∞

dx

(x2 + 4)2(x2 + 16)
.

6.3.10.

∞
∫

−∞

dx

(x2 − x + 1)2
.

6.3.11.

∞
∫

−∞

dx

(x2 + 4)(x2 + 9)2
.

6.3.12.

∞
∫

−∞

dx

x4 + 10x2 + 9
.

6.3.13.

∞
∫

−∞

dx

(x2 + 4)2(x2 + 9)
.

6.3.14.

∞
∫

−∞

x2dx

(x2 + 3)3
.

6.3.15.

∞
∫

−∞

dx

(x2 + 2)(x2 + 3)2
.

6.3.16.

∞
∫

−∞

dx

(x2 + 1)2(x2 + 9)
.
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6.3.17.

∞
∫

−∞

(x2 + 1)dx

(x2 + x + 1)2
.

6.3.18.

∞
∫

−∞

(x2 + 1)dx

(x2 + 4x + 13)2
.

6.3.19.

∞
∫

−∞

x2dx

(x2 + 5)2
.

6.3.20.

∞
∫

−∞

dx

(x2 + 1)2(x2 + 4)
.

6.3.21.

∞
∫

−∞

(x2 + 5)dx

x4 + 5x2 + 6
.

6.3.22.

∞
∫

−∞

(x2 + 3)dx

(x2 − 10x + 29)2
.

6.3.23.

∞
∫

−∞

dx

(x2 + 1)2(x2 + 5)2
.

6.3.24.

∞
∫

−∞

dx

x4 + 7x2 + 12
.

6.3.25.

∞
∫

−∞

(x2 + 4)dx

(x2 + 9)2
.

6.3.26.

∞
∫

−∞

dx

(1 + x2)5
.

6.3.27.

∞
∫

−∞

dx

(x2 + 2)2(x2 + 10)2
.

6.3.28.

∞
∫

−∞

(x2 − 1)dx

(x2 + 8x + 17)2
.

6.3.29.

∞
∫

−∞

(x2 + 10)dx

(x2 + 4)2
.

6.3.30.

∞
∫

−∞

dx

(x2 + 3)2(x2 + 15)2
.

6.3.31.

∞
∫

−∞

(x2 + 2)dx

x4 + 7x2 + 12
.

6.3.32.

∞
∫

−∞

dx

(x2 − 10x + 29)2
.

6.3.33.

∞
∫

−∞

x2dx

(x2 + 11)2
.

6.3.34.

∞
∫

−∞

dx

(x2 + 1)2(x2 + 16)
.

6.3.35.

∞
∫

−∞

dx

(x2 + 2x + 2)2
.

6.3.36.

∞
∫

−∞

dx

(1 + x2)n+1
.

6.3.37.

∞
∫

−∞

(x4 + 1)dx

x6 + 1
.

6.3.38.

∞
∫

−∞

xdx

(x2 + 4x + 13)2
.

6.3.39.

∞
∫

−∞

x2dx

(x2 + a2)2
, a > 0.

6.3.40.

∞
∫

−∞

(x2 + 1)dx

x4 + 1
.
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6.4. Застосування леми Жордана до iнтегралiв типу

∞
∫

−∞

eiαxR(x)dx

Розглянемо обчислення iнтегралiв типу

∞
∫

−∞

eiαxR(x)dx, якi є перетворен-

ням Фур’є рацiональних функцiй R(x), що не мають полюсiв на осi x.
Для застосування теорiї лишкiв замкнемо контур iнтегрування. Врахову-

ючи те, що пiсля аналiтичного продовження пiдiнтегрального виразу в ком-
плексну площину матимемо eiαx → eiαz = eiαxe−αy, для збiжностi iнтеграла
при α > 0 необхiдно контур замкнути у верхнiй пiвплощинi, де y > 0. Таким
чином, контур iнтегрування γ буде складатися з вiдрiзка [−R,R] i пiвкола
CR = {|z| = R, Im z > 0}, як показано на рис. 5.

Далi для оцiнки внеску контуру CR застосуємо лему Жордана: якщо фун-

кцiя g(z) неперервна в областi Im z > 0, |z| > R0 > 0 i така, що на контурi

CR, яким є пiвколо {|z| = R, Im z > 0}, M(R) = max|g(z)|z∈CR
→ 0 при

R → ∞, то

lim
R→∞

∫

CR

g(z)eiαzdz = 0, α > 0.

Отже, якщо у функцiї R(x) немає полюсiв на дiйснiй осi та R(x) ∼ c

xk
,

k > 1 при x → ∞, то пiсля застосування леми Жордана

∞
∫

−∞

eiαxR(x)dx = 2πi
∑

i

res
(

eiαzR(z)
)

∣

∣

∣

∣

∣

z=zi

, α > 0,

де лишки беруться тiльки в особливих точках верхньої пiвплощини.
Пiсля вiдокремлення дiйсної та уявної частин цю формулу також можна

переписати як

∞
∫

−∞

R(x) cos αxdx = Re

{

2πi
∑

m

res
(

R(z)eiαz
)

∣

∣

∣

∣

∣

zm

}

, α > 0,

∞
∫

−∞

R(x) sin αxdx = Im

{

2πi
∑

m

res
(

R(z)eiαz
)

∣

∣

∣

∣

∣

zm

}

, α > 0.

Зауваження: при α < 0 для збiжностi iнтеграла контур iнтегрування слiд
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замикати вже в нижнiй пiвплощинi, що дає

∞
∫

−∞

eiαxR(x)dx = −2πi
∑

i

zes
(

eiαzR(z)
)

∣

∣

∣

∣

∣

z=zi

, α < 0.

Приклад 6.4

Обчислити iнтеграл I =

∞
∫

−∞

x sin x

x4 + 1
dx.

Розв’язання. Розглянемо iнтеграл
∫

γ

zeiz

z4 + 1
dz, де контур γ складається з

вiдрiзка [−R, R] та пiвкола CR = {|z| = R, Im z > 0}.
Пiдiнтегральна функцiя має чотири полюси, з яких у внутрiшнiсть кон-

туру γ потрапляють тiльки z0 =

√
2

2
+ i

√
2

2
i z1 = −

√
2

2
+ i

√
2

2
.

Знайдемо лишки:

resf(z)

∣

∣

∣

∣

∣

z0

= lim
z→z0

zeiz

z4 + 1
(z − z0) = z0e

iz0
1

4z3
0

=
e−

√
2

2

4i

(

cos

√
2

2
+ i sin

√
2

2

)

,

resf(z)

∣

∣

∣

∣

∣

z1

= lim
z→z1

zeiz

z4 + 1
(z − z1) = z1e

iz1
1

4z3
1

=
e−

√
2

2

−4i

(

cos

√
2

2
− i sin

√
2

2

)

.

Отже, за теоремою про лишки, пiсля переходу до границi R → ∞ i вра-
хування леми Жордана, матимемо

∞
∫

−∞

x sin z

x4 + 1
dx = 2πi

(

resf(z)

∣

∣

∣

∣

∣

z0

+ resf(z)

∣

∣

∣

∣

∣

z1

)

=
π

2
e(−

√
2

2 )2 sin

√
2

2
= πe(− 1√

2
) sin

1√
2
.

Завдання: обчислити iнтеграл.

6.4.1.

∞
∫

−∞

x sin xdx

x2 − 2x + 10
.

6.4.2.

∞
∫

−∞

cos xdx

(x2 + 1)(x2 + 9)
.

6.4.3.

∞
∫

−∞

cos xdx

x2 + 9
.

6.4.4.

∞
∫

−∞

(x − 1) sin xdx

(x2 + 9)2
.

6.4.5.

∞
∫

−∞

cos 2xdx

(x2 + 1)2
.

6.4.6.

∞
∫

−∞

x2 cos xdx

(x2 + 1)2
.
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6.4.7.

∞
∫

−∞

(x + 1) cos xdx

x4 + 5x2 + 6
.

6.4.8.

∞
∫

−∞

x sin(x/2)dx

(x2 + 1)(x2 + 9)
.

6.4.9.

∞
∫

−∞

(x2 + 3) cos 2xdx

x4 + 3x2 + 2
.

6.4.10.

∞
∫

−∞

(x3 − 2) cos(x/2)dx

(x2 + 1)2
.

6.4.11.

∞
∫

−∞

(x2 − x) sin xdx

x4 + 9x2 + 20
.

6.4.12.

∞
∫

−∞

x cos xdx

x2 − 2x + 17
.

6.4.13.

∞
∫

−∞

(x sin 2x − sin x)dx

(x2 + 4)2
.

6.4.14.

∞
∫

−∞

cos 5xdx

(x2 + 1)2(x2 + 4)
.

6.4.15.

∞
∫

−∞

x3 sin xdx

x4 + 5x2 + 4
.

6.4.16.

∞
∫

−∞

(x + 1) sin 2xdx

x2 + 2x + 2
.

6.4.17.

∞
∫

−∞

x sin xdx

(x2 + 1)2
.

6.4.18.

∞
∫

−∞

x sin xdx

x2 − 2x + 10
.

6.4.19.

∞
∫

−∞

x cos xdx

x2 − 2x + 10
.

6.4.20.

∞
∫

−∞

sin 2xdx

(x2 − x + 1)2
.

6.5. Невласнi iнтеграли вiд багатозначних функцiй

Iнтеграли типу I =

∞
∫

0

xα−1R(x)dx

Данi iнтеграли — перетворення Меллiна, де α — не цiле, R(x) — рацiональ-
на функцiя. Iнтеграл буде збiжним, якщо R(x) не має полюсiв на iнтервалi
(0;∞) i виконуються умови:

lim
z→0

|z|αR(z) = 0, lim
z→∞

|z|αR(z) = 0.

Перша умова має мiсце, коли α > 0, а друга — якщо R(z) ∼ c

zk
при z → ∞

i k − α > 0.
У зв’язку з тим, що α — не цiле, пiдiнтегральна функцiя багатозначна. Для

видiлення її регулярної гiлки зробимо розрiз у комплекснiй площинi вздовж
дiйсної осi вiд 0 до ∞ i розглянемо контур γ, який складається з верхнього i
нижнього берегiв розрiзу i контурiв CR i Cr (рис. 6).

При введених обмеженнях на поведiнку R(z) внески iнтегралiв за конту-
рами Cr i CR будуть прямувати до нуля при r → 0 i R → ∞ вiдповiдно. Тому
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залишається iнтегрування тiльки вздовж берегiв розрiзу

lim
r→0,R→∞





R
∫

r

xα−1R(x)dx −
R

∫

r

xα−1R(x)dx



 = 2πi
∑

k

res
(

zα−1R(z)
)

∣

∣

∣

∣

∣

z=zk

,

де сума лишкiв береться по полюсах, якi входять у внутрiшнiсть контуру γ.
Нагадаємо, що функцiя R(z) — однозначна, а багатозначнiсть виникає

тiльки вiд zα−1 при α не цiлому.

У внутрiшностi контуру γ маємо z = |z|eiϕ,
0 < ϕ < 2π. Якщо на верхньому березi роз-
рiзу ϕ = 0 i zα−1 = |z|α−1, то для переходу
на нижнiй берег розрiзу треба обiйти початок
на кут 2π. Тобто на нижньому березi розрiзу
корiнь набуде значення

zα−1 = |z|α−1ei(α−1)2π = |z|α−1ei2πα.

Отже, iнтеграли по верхньому i нижньому
берегах розрiзу вiдрiзняються тiльки сталим
множником ei2πα, що дає змогу записати

Рис. 6

I =

∞
∫

0

xα−1R(x)dx =
2πi

1 − ei2πα

∑

k

res
(

zα−1R(z)
)

∣

∣

∣

∣

∣

z=zk

.

Зауваження: при обчисленнi лишкiв необхiдно пам’ятати, що комплексна
площина розрiзана, тому аргументи комплексних чисел знаходяться в межах
0 6 ϕ < 2π. Тобто для аргументу числа z = −i не можна брати значення

argz = −π

2
— слiд брати argz =

3π

2
.

Приклад 6.5

Обчислити iнтеграл I =

∞
∫

0

xα−1dx

1 + x
, 0 < α < 1.

Розв’язання. Здiйснемо аналiтичне продовження в комплексну площину

i розглянемо функцiю f(z) =
zα−1

1 + z
. При iнтегруваннi цiєї функцiї вздовж

контуру γ внески iнтегралiв за контурами Cr i CR прямують до нуля при
r → 0 i R → ∞, тому зостається iнтегрування тiльки вздовж верхнього i
нижнього берегiв розрiзу.
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Функцiя f(z) =
zα−1

1 + z
має у внутрiшностi контуру γ тiльки один простий

полюс у точцi z = −1, лишок у якiй дорiвнює

res
zα−1

1 + z

∣

∣

∣

∣

∣

z=−1

= (−1)α−1 = −eiπα.

Оскiльки на нижньому березi розрiзу f(xe2πi) = ei2παf(x), маємо

∞
∫

0

xα−1dx

1 + x
=

2πi

1 − ei2πα
res

(

zα−1

1 + z

)

∣

∣

∣

∣

∣

z=−1

=
2πieiπα

e2iπα − 1
=

π

sin απ
.

Завдання: обчислити iнтеграл.

6.5.1.

∞
∫

0

dx
3
√

x(1 + x)
.

6.5.2.

∞
∫

0

dx√
x(1 + x)(x2 + 1)

.

6.5.3.

∞
∫

0

dx
3
√

x(x2 + 4)
.

6.5.4.

∞
∫

0

dx
√

x

1 + x2
.

6.5.5.

∞
∫

0

dx
4
√

x(2 + x)
.

6.5.6.

∞
∫

0

dx√
x(x + 1)(x + 2)

.

6.5.7.

∞
∫

0

dx√
x(1 + x)

.

6.5.8.

∞
∫

0

dx
3
√

x(5 + x2)
.

6.5.9.

∞
∫

0

dx
√

x

(2 + x2)
.

6.5.10.

∞
∫

0

dx
3
√

x(x2 + 9)
.

Iнтеграли типу I =

∞
∫

0

ln xR(x)dx

Данi iнтеграли будуть збiжними, якщо R(x) не має полюсiв на дiйснiй осi
i виконуються умови

lim
x→0

R(x) = const, R(x) ∼ c

xk
, k > 2 при z → ∞.

Оскiльки Ln z — багатозначна функцiя, для видiлення її регулярну гiлки
ln z зробимо розрiз вздовж дiйсної осi вiд 0 до ∞. Контур iнтегрування γ

оберемо, як i в попередньому випадку (див. рис. 6).
При введених обмеженнях на поведiнку функцiї R(z) внески iнтегралiв

уздовж контурiв Cr i CR будуть прагнути до нуля при r → 0 i R → ∞
вiдповiдно.
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Отже, iнтегрування буде проводитися тiльки по верхньому i нижньому
берегах розрiзу. Але функцiя Ln z має адитивну багатозначнiсть — ln z =

ln |z| + i argz. Унаслiдок цього функцiя ln |z| · R(z) стає вже однозначною i
iнтеграли з логарифмами зникають, оскiльки мають протилежнi знаки. То-
му, щоб одержати шуканий iнтеграл, оберемо допомiжну функцiю ln2 zR(z)

i розглянемо
∮

γ

R(z) ln2 zdz, який дорiвнює

∮

γ

R(z) ln2 zdz = lim
R→∞,r→0





R+i0
∫

r+i0

R(z) ln2 zdz −
R−i0
∫

r−i0

R(z) ln2 zdz



 =

= 2πi
∑

m

res
(

R(z) ln2 z
)

∣

∣

∣

∣

∣

z=zm

.

На верхньому березi розрiзу, оскiльки argz = 0, матимемо

∞
∫

0

R(x) ln2 xdx,

у той час як при переходi на нижнiй берег розрiзу, унаслiдок обходу початку,

argz одержить прирiст 2π й iнтеграл набуде вигляду

∞
∫

0

R(x)(ln x + 2πi)2dx.

У результатi, переходячи до границь r → 0 i R → ∞, матимемо

−4πi

∞
∫

0

R(x) ln xdx + 4π2

∞
∫

0

R(x)dx = 2πi
∑

m

res
(

R(z) ln2 z
)

∣

∣

∣

∣

∣

z=zm

.

Вiдокремлюючи дiйснi та уявнi частини, прийдемо до формул

∞
∫

0

R(x) ln xdx = −1

2
Re

(

∑

m

res
(

R(z) ln2 z
)

∣

∣

∣

∣

∣

z=zm

)

,

∞
∫

0

R(x)dx = − 1

2π
Im

(

∑

m

res
(

R(z) ln2 z
)

∣

∣

∣

∣

∣

z=zm

)

.

Останнiй вираз можна застосовувати для обчислення iнтегралiв вiд 0 до ∞
вiд непарних рацiональних функцiй. Однак, розглядаючи iнтеграл

∮

γ

R(z) ln zdz
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за тим же контуром (див. рис. 6), можна одержати бiльш просту формулу

∞
∫

0

R(x)dx =
∑

m

res(R(z) ln z)

∣

∣

∣

∣

∣

z=zm

.

Зауваження: при iнтегруваннi функцiй iз логарифмами, так само як i з
коренями, слiд пам’ятати, що комплексна площина розрiзана, тому аргументи
комплексних чисел знаходяться в межах 0 6 ϕ < 2π.

Завдання: обчислити iнтеграл.

6.5.11.

∞
∫

0

ln x

(x + 1)(x2 + 1)
dx.

6.5.12.

∞
∫

0

x2 ln x

x2 + 1
dx.

6.5.13.

∞
∫

0

x ln x

x2 + 2
dx.

6.5.14.

∞
∫

0

ln x

x2 + 3
dx.

6.5.15.

∞
∫

0

ln x

(x2 + 1)2
dx.

6.5.16.

∞
∫

0

ln x

x2 + 2x + 2
dx.

6.5.17.

∞
∫

0

ln x

5 + x
dx.

6.5.18.

∞
∫

0

ln x

x2 + 9
dx.

6.5.19.

∞
∫

0

x ln x

3 + x2
dx.

6.5.20.

∞
∫

0

ln x

x2 + 16
dx.

6.5.21.

∞
∫

0

x cos 2xdx

(x2 + 4)2
.

6.5.22.

∞
∫

0

sin 2xdx

(x2 + 1
4)

2
.

6.5.23.

∞
∫

0

sin xdx

(x2 + 1)3
.

6.5.24.

∞
∫

0

sin xdx

(x2 + 16)(x2 + 9)
.

6.5.25.

∞
∫

0

x cos xdx

x2 + 4
.

6.5.26.

∞
∫

0

x cos xdx

(x2 + 1)(x2 + 3)
.

6.5.27.

∞
∫

0

sin xdx

(x2 + 4)2(x2 + 1)
.

6.5.28.

∞
∫

0

ex2

sin 2xdx

(x2 + 2)3
.

6.5.29.

∞
∫

0

sin xdx

(x2 + 5)(x2 + 7)
.

6.5.30.

∞
∫

0

ex2

x cos xdx

x2 + 3
.
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6.6. Головне значення iнтеграла за Кошi

Нехай функцiя f(x) — неперервна на вiдрiзку [a; b], за винятком полюса в

точцi x0 ∈ (a; b). Тодi iнтеграл

b
∫

a

f(x)dx буде, зрозумiло, розбiжним, але йому

можна надати певного змiсту. Так, якщо iснує iнтеграл, узятий на промiжку
[a; b] з виколотою точкою x0, то його називають головним значенням за

Кошi.
Отже, головним значенням iнтеграла за Кошi є скiнченна границя, якщо

вона iснує,

P.V.

b
∫

a

f(x)dx = lim
ε→0





x0−ε
∫

a

f(x)dx −
b

∫

x0+ε

f(x)dx



 ,

де для головного значення застосовують позначення P.V. — вiд англ. «princi-
pal value», або V.P. — вiд фр. «valeur principale», або ж просто P .

При узагальненнi на випадок iнтегрування функцiй комплексної змiнної
f(z) iз полюсом у точцi z0 на шляху iнтегрування γ цю точку треба обiйти за
пiвколом Cε малого радiуса ε за умови ε → 0. Тодi для головного значення
iнтеграла знов-таки матимемо iнтегрування вздовж кривої γ з виколотою
точкою z0:

P.V.

∫

γ

f(z)dz = lim
ε→0





∫

γ

f(z)dz −
∫

Cε

f(z)dz



 .

Обчислення iнтеграла вздовж контуру γ, як правило, проводять за теоре-
мою про лишки при замиканнi контуру iнтегрування в комплекснiй площинi.
Вибiр обходу точки z0 злiва чи справа вiдносно контуру γ обумовлюється або
поставленням задачi, або прагненням спростити обчислення лишкiв.

Приклад 6.6

Довести формули Сохоцького

lim
ε→0

∞
∫

−∞

ϕ(x)dx

x − x0 ± iε
= ∓iπϕ(x0) + P.V.

∞
∫

−∞

ϕ(x)

x − x0
dx,

якi є дуже корисними при обчисленнi головних значень iнтегралiв.

Розв’язання. Для комплексної функцiї f(z) =
ϕ(z)

z − x0
, що має полюс на

дiйснiй осi в точцi x0, розглянемо iнтеграл вздовж спрямлюваного контуру
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γ = {[−R, x0−ε], Cε, [x0 +ε,R]} (рис. 7). Вважатимемо, що головне значення
iнтеграла iснує, тодi за означенням

P.V.

R
∫

−R

ϕ(z)

z − x0
dz = lim

ε→0





∫

γ

ϕ(z)

z − x0
dz −

∫

Cε

ϕ(z)

z − x0
dz



 .

В останньому iнтегралi iнтегрування здiй-
снюється вздовж пiвкола нескiнченно малого
радiуса ε у вiд’ємному напрямку.

Пам’ятаючи, що внесок вiд кола для про-

стого полюса дорiвнює 2πi resf(z)

∣

∣

∣

∣

∣

z=x0

, для

пiвкола, з урахуванням вiд’ємного напрямку
обходу, знайдемо Рис. 7

∫

Cε

ϕ(z)

z − x0
dz = −1

2

(

2πi res
ϕ(z)

z − x0

∣

∣

∣

∣

∣

z=x0

)

= −πiϕ(x0).

Отже,

lim
ε→0

∫

γ

ϕ(z)

z − x0
dz = −πiϕ(x0) + P.V.

R
∫

−R

ϕ(z)

z − x0
dz.

Але обраний шлях обходу точки x0 еквiвалентний iнтегруванню по змiннiй
z = x + iε при ε → 0. Тому, остаточно, пiсля переходу вiд скiнченного iнтер-
валу [−R; R] до нескiнченного (−∞;∞) отримаємо

lim
ε→0

∞
∫

−∞

ϕ(x)

x − x0 + iε
dx = −πiϕ(x0) + P.V.

∞
∫

−∞

ϕ(x)

x − x0
dx.

Якщо обхiд точки x0 здiйснювати в нижнiй пiвплощинi, то пiвколо обхо-
диться вже в додатному напрямку i знак внеску iнтеграла за контуром Cε

змiниться на протилежний.

Зауважимо, що для обчислення iнтеграла
∫

γ

ϕ(z)

z − x0
за контуром γ засто-

совують, як правило, методи, розглянутi в попереднiх роздiлах.
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Приклад 6.7

Обчислити iнтеграл P.V.

∞
∫

−∞

dx

(x2 + 4)(x2 − 9)
.

Розв’язання. Зробимо аналiтичне продовження пiдiнтегральної функцiї

у комплексну площину f(x) → f(z) =
1

(z2 + 4)(z2 − 9)
. Функцiя f(z) має

простi полюси в точках z = ±2i, z = ±3. Полюси на дiйснiй осi в точках
x = −3 i x = 3 обiйдемо у верхнiй пiвплощинi за пiвколами малого радiуса
Cr1

i Cr2
, як показано на рис. 8.

Для застосування теорiї лишкiв для обчи-
слення iнтеграла вздовж дiйсної осi замкнемо
контур у верхнiй пiвплощинi пiвколом CR :

{|z| = R, Im z > 0}.
У внутрiшнiсть побудованого контуру Γ по-

трапляє тiльки точка z = 2i, i за теоремою Кошi
про лишки маємо Рис. 8

∮

Γ

dz

(z2 + 4)(z2 − 9)
= 2πi res

1

(z2 + 4)(z2 − 9)

∣

∣

∣

∣

∣

z=2i

=
2πi

4i(−13)
= − π

26
.

Одержане значення враховує внески iнтегралiв

∮

Γ

f(z)dz =

∫

CR

+

∫

Cr1

+

∫

Cr2

+P.V.

R
∫

−R

f(z)dz = − π

26
.

Оскiльки при R → ∞ функцiя f(z) ∼ 1/z4 → 0,
∫

CR

f(z)dz → 0.

Обчислимо внески iнтегралiв за контурами Cr1
: {|z + 3| = ε, Im z > 0} i

Cr2
: {|z − 3| = ε, Im z > 0}, якi обходяться у вiд’ємному напрямку,

∫

Cr1

1

(z2 + 4)(z2 − 9)
dz+

∫

Cr2

1

(z2 + 4)(z2 − 9)
dz = −πi res

1

(z2 + 4)(z2 − 9)

∣

∣

∣

∣

∣

z=−3

−

−πi res
1

(z2 + 4)(z2 − 9)

∣

∣

∣

∣

∣

z=3

= −πi

(

1

(z2 + 4)2z

∣

∣

∣

∣

∣

z=−3

+
1

(z2 + 4)2z

∣

∣

∣

∣

∣

z=3

)

= 0.

Отже, при R → ∞ знайдемо P.V.

∞
∫

−∞

dx

(x2 + 4)(x2 − 9)
= − π

26
.
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Зауважимо, що замiсть обчислення iнтегралiв за контурами Cr1
i Cr2

мо-
жна було б вiдразу застосувати формулу Сохоцького.

Висновок (довести самостiйно): якщо рацiональна функцiя R(z), така що
zR(z) → 0 при z → ∞, регулярна в областi Im z > 0 (за винятком скiнченного
числа особливих точок a1, a2, . . ., an) i має простi полюси на дiйснiй осi в
точках b1, b2, . . ., bm, то

P.V.

∞
∫

−∞

R(x)dx = 2πi

n
∑

i=1

resR(z)

∣

∣

∣

∣

∣

z=ai

+ iπ

m
∑

j=1

resR(z)

∣

∣

∣

∣

∣

z=bj

.

Приклад 6.8

Обчислити iнтеграл I =

∞
∫

0

cos αx − cos βx

x2
dx.

Розв’язання. Хоча точка x = 0 усувна, але все ж таки вона є особли-
вою точкою. Тому iнтеграл слiд розглядати у розумiннi головного значення.
Враховуючи парнiсть пiдiнтегральної функцiї, перейдемо до iнтегрування на
iнтервалi (−∞;∞) i для застосування леми Жордана запишемо iнтеграл як

I =

∞
∫

0

cos αx − cos βx

x2
dx =

1

2
Re







P.V.

∞
∫

−∞

eiαz − eiβz

z2
dz







.

Замкнемо контур у верхнiй пiвплощинi пiвколом CR радiуса R, а на дiйснiй
осi обiйдемо точку z = 0 знизу за пiвколом Cr. У внутрiшностi побудовано-
го контуру γ = {[−R,−r], Cr, [r, R], CR} знаходиться тiльки полюс другого
порядку в точцi z = 0. Отже,

∮

γ

eiαz − eiβz

2z2
dz =

∫

CR

f(z)dz +

∫

Cr

f(z)dz + P.V.

R
∫

−R

f(z)dz =

= 2πi res

(

eiαz − eiβz

2z2

)

∣

∣

∣

∣

∣

z=0

= 2πi

(

eiαz − eiβz
)′

2
= π(β − α).

Оскiльки за лемою Жордана внесок пiвкола CR прямує до нуля при R → ∞,
а внесок пiвкола Cr дорiвнює

∫

Cr

eiαz − eiβz

2z2
dz = πi res

(

eiαz − eiβz

2z2

)

∣

∣

∣

∣

∣

z=0

=
π

2
(β − α),

95



то

P.V.

∞
∫

−∞

eiαz − eiβz

2z2
dz +

π

2
(β − α) = π(β − α).

Зважаючи на те, що для головного значення одержана суто дiйсна величина,
маємо

I =
π

2
(β − α).

Висновок (довести самостiйно): якщо рацiональна функцiя R(z), така що
|R(z)| → 0 при z → ∞, регулярна в областi Im z > 0 (за винятком скiнчен-
ного числа особливих точок a1, a2, . . ., an) i має простi полюси на дiйснiй осi
в точках b1, b2, . . ., bm, то при α > 0

P.V.

∞
∫

−∞

eiαxR(x)dx = 2πi

n
∑

i=1

res
(

eiαzR(z)
)

∣

∣

∣

∣

∣

z=ai

+ iπ

m
∑

j=1

res
(

eiαzR(z)
)

∣

∣

∣

∣

∣

z=bj

.

Приклад 6.9

Обчислити iнтеграл I =

∞
∫

0

xα−1

1 − x
dx, (0 < α < 1).

Розв’язання. Пiдiнтегральна функцiя f(x) =
xα−1

1 − x
має полюс на дiйснiй осi в точцi x = 1, тому слiд об-
числювати головне значення iнтеграла.

Здiйснимо аналiтичне продовження f(x) → f(z)

у комплексну площину iз розрiзом (у зв’язку з бага-
тозначнiстю функцiї zα−1) i оберемо контур γ, як по-
казано на рис. 9. Оскiльки у внутрiшностi контуру γ

функцiя регулярна, матимемо Рис. 9

(

1 − e2απi
)







1−r
∫

r

f(x)dx +

R
∫

1+r

f(x)dx







+

∫

Cr

+

∫

Cε

+

∫

CR

+

∫

Cε′

= 0,

де шукане головне значення iнтеграла I взяте у фiгурнi дужки i врахована
вiдмiннiсть кореневої функцiї на верхньому i нижньому берегах розрiзу.

Як вже було зазначено в попереднiх роздiлах, внесок контурiв Cr i CR

дорiвнює нулю при r → 0 i R → ∞ вiдповiдно, тому залишається обчислити
тiльки внески в iнтеграл контурiв Cε i Cε′.
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На верхньому березi розрiзу для точок z ∈ Cε маємо z = 1+ εeiϕ, 0 6 ϕ 6

π, dz = iεeiϕdϕ. Тодi zα−1 = (1 + εeiϕ)α−1 = 1 + δ(ε, ϕ), причому δ(ε, ϕ) → 0

при ε → 0, i iнтеграл вздовж Cε дорiвнює

∫

Cε

zα−1

1 − z
dz =

∫

Cε

1 + δ(ε, ϕ)

−εeiϕ
εieiϕdϕ = −i

0
∫

π

[1 + δ(ε, ϕ)]dϕ → πi при ε → 0.

На нижньому березi розрiзу для точок z
н.б.

= ei2παz
в.б.

= ei2πα(1 + δ(ε, ϕ)),
π 6 ϕ 6 2π, тобто

∫

Cε′

zα−1

1 − z
dz = −iei2πα

π
∫

2π

[1 + δ(ε, ϕ)]dϕ → πiei2πα при ε → 0.

Отже,

(

1 − e2απi
)

P.V.

∞
∫

0

xα−1

1 − x
dx + iπ

(

1 + e2απi
)

= 0.

Звiдси

P.V.

∞
∫

0

xα−1

1 − x
dx =

−iπeiπα(e−iπα + eiπα)

eiπα(e−iπα − eiπα)
= π ctg πα.

Висновок (довести самостiйно): якщо рацiональна функцiя R(z), така що
|zα|R(z) → 0 при z → 0 i z → ∞, 0 < α < 1, регулярна в комплекснiй
площинi за винятком скiнченного числа особливих точок a1, a2, . . ., an i має
простi полюси на дiйснiй осi в точках b1, b2, . . ., bm, то

P.V.

∞
∫

0

xα−1R(x)dx =
2πi

1 − ei2πα

n
∑

i=1

res
(

zα−1R(z)
)

∣

∣

∣

∣

∣

z=ai

−

− π ctg πα
m

∑

j=1

res
(

zα−1R(z)
)

∣

∣

∣

∣

∣

z=bj

.

Завдання: обчислити iнтеграл.

6.6.1.

∞
∫

−∞

x

x4 − 1
dx.

6.6.2.

∞
∫

−∞

x2

x4 − 1
dx.

6.6.3.

∞
∫

−∞

dx

(x2 + 16)(x − 2)
.

6.6.4.

∞
∫

−∞

dx

(x2 + 5)(x − 5)
.
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6.6.5.

∞
∫

−∞

dx

(x2 + 4)(x − 3)
.

6.6.6.

∞
∫

−∞

dx

(x2 + 9)(x − 2)
.

6.6.7.

∞
∫

−∞

dx

(x2 + 1)(x − 5)
.

6.6.8.

∞
∫

−∞

x−1/2

1 − x
dx.

6.6.9.

∞
∫

−∞

x−2/3

1 − x
dx.

6.6.10.

∞
∫

−∞

x−1/11

1 − x
dx.

6.6.11.

∞
∫

−∞

eix

(x − 4)(x − 9)
dx.

6.6.12.

∞
∫

−∞

1 − eiαx

x2
dx, α > 0.

6.6.13.

∞
∫

−∞

1 − eiαx

x2
dx, α < 0.

6.6.14.

∞
∫

−∞

eiαx

x
dx, α > 0.

6.6.15.

∞
∫

−∞

eiαx

x
dx, α < 0.

6.6.16.

∞
∫

−∞

1 − eiαx

x
dx.

6.6.17.

∞
∫

−∞

cos 2x

x
dx.

6.6.18.

∞
∫

−∞

sin 3x

x
dx.

6.6.19.

∞
∫

−∞

xex

e2x − 1
dx.

6.6.20.

∞
∫

−∞

xex

e3x − 1
dx.

6.6.21.

∞
∫

−∞

1

(x − 1)
√

x
dx.

6.6.22.

∞
∫

0

(x2 − 1) sin 2x

(x2 + 1)x
dx.

6.6.23.

∞
∫

−∞

x cos x

x2 − 5x + 6
dx.

6.6.24.

∞
∫

−∞

cos x − cos 5x

x2
dx.

6.6.25.

∞
∫

−∞

sin x

x
dx.

6.6.26.

∞
∫

−∞

cos 2x

1 + x3
dx.

6.6.27.

∞
∫

−∞

sin 2x

1 + x3
dx.

6.6.28.

∞
∫

−∞

cos 2x

1 − x4
dx.

6.6.29.

∞
∫

0

sin x

(x2 + 9)x
dx.

6.6.30.

∞
∫

0

sin 2x

x(x2 + 3)
dx.

6.6.31.

∞
∫

0

sin 3x

x(x2 + 7)
dx.

6.6.32.

∞
∫

0

cos x

x(x2 + 1)2
dx.

98



6.6.33.

∞
∫

−∞

sin 3x

1 − x3
dx.

6.6.34.

∞
∫

−∞

x cos 2x

x2 − 5x + 6
dx.

6.6.35.

∞
∫

−∞

cos 2x − cos 3x

x2
dx.

6.6.36.

∞
∫

−∞

sin 2x

x(x2 + 4)2
dx.

6.6.37.

∞
∫

−∞

x sin x

x2 − 5x + 6
dx.

6.6.38.

∞
∫

0

cos x

x(x2 + 9)2
dx.

6.6.39.

∞
∫

0

sin2 x

x2
dx.

6.6.40.

∞
∫

−∞

cos 3x

1 − x3
dx.

6.7. Дисперсiйнi спiввiдношення

Нехай функцiя f(z) регулярна у внутрiшностi замкненого контуру γ, який
складається з вiдрiзка [−R, R] i пiвкола CR (|z| = R, Im z > 0). Тодi за умови
maxz∈CR

|f(z)| → 0 при R → ∞ iнтегральна формула Кошi набуде вигляду

f(z) =
1

2πi

∮

γ

f(ξ)

ξ − z
dξ =

1

2πi

∞
∫

−∞

f(ξ)

ξ − z
dξ, Im z > 0

i задасть значення функцiї в довiльних точках верхньої пiвплощини через її
значення на дiйснiй осi.

Розглянемо випадок, коли точка z знаходиться
на дiйснiй осi. У такому разi контур iнтегруван-
ня необхiдно деформувати так, щоб вiн не прохо-
див через полюс, який утворився у пiдiнтеграль-
нiй функцiї на дiйснiй осi. Для застосування iн-
тегральної формули Кошi необхiдно, щоб точка
z = x входила до внутрiшностi контуру γ, тому
її слiд обiйти знизу, що зручнiше всього зробити
по дузi пiвкола малого радiуса ε (рис. 10).

Рис. 10

Iнтегрування за таким контуром еквiвалентне переходу до границi

lim
ε→0

f(x + iε) = lim
ε→0

1

2πi

∞
∫

−∞

f(ξ)

ξ − x − iε
dξ.
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Врахувавши формули Сохоцького

lim
ε→0

∞
∫

−∞

ϕ(ξ)

ξ − x ∓ iε
dξ = ±iπϕ(x) + P.V.

∞
∫

−∞

ϕ(ξ)

ξ − x
dξ,

матимемо

f(x) =
f(x)

2
+

1

2πi
P.V.

∞
∫

−∞

ϕ(ξ)

ξ − x
dξ.

Вiдокремлюючи дiйсну та уявну частини, знайдемо

Re f(x) =
1

π
P.V.

∞
∫

−∞

Im f(ξ)

ξ − x
dξ, Im f(x) = −1

π
P.V.

∞
∫

−∞

Re f(ξ)

ξ − x
dξ.

Такий iнтегральний зв’язок мiж дiйсною та уявною частинами регулярної
функцiї має назву дисперсiйних спiввiдношень, або перетворень Гiль-

берта. Цi формули вiдомi ще й пiд назвою формул Сохоцького–Племеля.
Зауважимо, що дисперсiйнi спiввiдношення можна також записати i для

функцiй, якi втрачають свою регулярнiсть у скiнченному числi точок верх-
ньої пiвплощини. Для цього слiд застосувати узагальнення теореми Кошi на
випадок багатозв’язних областей.

Приклад 6.10

Вiдновити функцiю f(x), якщо Im f(x) = − 1

1 + x2
.

Розв’язання. Розглянемо iнтегральне перетворення Гiльберта

Re f(x) =
1

π
P.V.

∞
∫

−∞

Im f(ξ)

ξ − x
dξ = P.V.

∞
∫

−∞

−1

π(1 + ξ2)(ξ − x)
dξ,

для обчислення якого оберемо на комплекснiй площинi контур γ, складений
iз пiвкола CR великого радiуса у верхнiй пiвплощинi (|ξ| = R, Im ξ > 0),
вiдрiзкiв [−R, x−ε], [x+ε,R] i пiвкола Cε малого радiуса в нижнiй пiвплощинi
(|ξ − x| = ε, Im ξ 6 0) (рис. 10).

Пiдiнтегральна функцiя ϕ(ξ) =
−1

(1 + ξ2)(ξ − x)
має простi полюси в то-

чках ξ = ±i, ξ = x, але у внутрiшнiсть контуру γ потрапляють тiльки точки
ξ = i та ξ = x. Тому

∮

γ

ϕ(ξ)dξ = 2πi resϕ(ξ)|ξ=i + 2πi resϕ(ξ)|ξ=x .
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Оскiльки внесок iнтеграла за контуром CR прямує до нуля при R → ∞,
а iнтегрування за Cε навколо простого полюса зводиться до знаходження
половини лишку в точцi ξ = x, для головного значення iнтеграла маємо

P.V.

∞
∫

−∞

ϕ(ξ)dξ =

∮

γ

ϕ(ξ)dξ −
∫

Cε

ϕ(ξ)dξ = 2πi resϕ(ξ)|ξ=i + πi resϕ(ξ)|ξ=x =

= −2πi

π

1

(i + i)(i − x)
− πi

π(1 + x2)
=

x

x2 + 1
= Re f(x).

Отже,

f(x) = Re f(x) + i Im f(x) =
x

x2 + 1
− i

x2 + 1
=

1

x + i
.

Приклад 6.11

Вiдновити функцiю f(x), якщо Re f(x) =
x2 − a2

(x2 + a2)2
.

Розв’язання. Розглянемо iнтегральне перетворення Гiльберта

Im f(x) = −1

π
P.V.

∞
∫

−∞

Re f(ξ)

ξ − x
dξ = −P.V.

∞
∫

−∞

ξ2 − a2

π(ξ2 + a2)2(ξ − x)
dξ,

для обчислення якого оберемо на комплекснiй площинi контур γ, складений
iз пiвкола CR великого радiуса у верхнiй пiвплощинi (|ξ| = R, Im ξ > 0),
вiдрiзкiв [−R, x−ε], [x+ε,R] i пiвкола Cε малого радiуса в нижнiй пiвплощинi
(|ξ − x| = ε, Im ξ 6 0) (див. рис. 10).

Пiдiнтегральна функцiя ϕ(x) = − ξ2 − a2

π(ξ2 + a2)2(ξ − x)
має простий полюс у

точцi ξ = x i двократнi полюси в точках ξ = ±ia. Але у внутрiшнiсть контуру
iнтегрування γ потрапляють тiльки полюси ξ = ia i ξ = x.

Таким чином, iнтеграл за замкненим контуром γ дорiвнює
∫

γ

ϕ(ξ)dξ = 2πi resϕ(ξ)|ξ=ai + 2πi resϕ(ξ)|ξ=x .

Оскiльки ϕ(ξ) ∼ 1

R3
при R → ∞, то внесок iнтеграла за контуром CR

прямує до нуля. Враховуючи те, що пiвколо Cε обходить простий полюс у
додатному напрямку, внесок iнтеграла за контуром Cε зводиться до знахо-
дження половини лишку в точцi ξ = x; для головного значення iнтеграла
маємо

P.V.

∞
∫

−∞

ϕ(ξ)dξ =

∮

γ

ϕ(ξ)dξ −
∫

Cε

ϕ(ξ)dξ = 2πi resϕ(ξ)|ξ=ai + πi resϕ(ξ)|ξ=x .
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Обчислимо лишок у двократному полюсi ξ = ai

res
ξ2 − a2

π(ξ2 + a2)2(ξ − x)

∣

∣

∣

∣

ξ=ia

=
1

π

(

ξ2 − a2

(ξ + ia)2(ξ − x)

)′
∣

∣

∣

∣

∣

ξ=ia

=

=
2ia(ξ − x)(ξ − ia) − (ξ2 − a2)(ξ + ia)

π(ξ + ia)3(ξ − x)2

∣

∣

∣

∣

ξ=ia

=

= =
−(−2a2)(2ia)

π(2ia)3(ia − x)2
= − 1

2π(ia − x)2

i у простому полюсi ξ = x

res
ξ2 − a2

π(ξ2 + a2)2(ξ − x)

∣

∣

∣

∣

ξ=x

=
x2 − a2

π(x2 − a2)2
.

Пiдставляючи отриманi значення лишкiв у формулу для головного значе-
ння iнтеграла, маємо

−P.V.

∞
∫

−∞

ξ2 − a2

π(ξ2 + a2)2(ξ − x)
dξ =

i

(ia − x)2
− i(x2 − a2)

(x2 + a2)2
=

= i
(ia + x)2 − (x2 − a2)

(x2 + a2)2
= − 2ax

(x2 + a2)2
= Im f(x).

Отже,

f(x) = Re f(x)+i Im f(x) =
x2 − a2

(x2 + a2)2
−i

2ax

(x2 + a2)2
=

(x − ia)2

(x2 + a2)2
=

1

(x + ia)2
.

Завдання: вiдновити функцiю f(x), якщо

6.7.1. Re f(x) =
x2 − 4

x4 + 8x2 + 16
.

6.7.2. Im f(x) = − 1

4x2 + 1
.

6.7.3. Re f(x) =
x2 − 9

x4 + 18x2 + 81
.

6.7.4. Im f(x) = − 2

9x2 + 4
.

6.7.5. Re f(x) =
x2 − 16

x4 + 32x + 256
.

6.7.6. Im f(x) = − 1

2x2 + 1
.

6.7.7. Re f(x) =
2x

4x2 + 1
.

6.7.8. Im f(x) = − 4x

x4 + 8x2 + 16
.

6.7.9. Re f(x) =
3x

9x2 + 4
.

6.7.10. Im f(x) = − 6x

x4 + 18x2 + 81
.

6.7.11. Re f(x) =
x

2x2 + 1
.

6.7.12. Im f(x) = − 8x

x4 + 32x + 256
.

102



6.7.13. Re f(x) =
x2 − 1

x4 + 2x + 1
.

6.7.14. Im f(x) = − 1

9x2 + 1
.

6.7.15. Re f(x) =
x2 − 25

x4 + 50x + 625
.

6.7.16. Im f(x) = − 1

16x2 + 1
.

6.7.17. Re f(x) =
3x

9x2 + 1
.

6.7.18. Im f(x) = − 2x

x4 + 2x + 1
.

6.7.19. Re f(x) =
4x

16x2 + 1
.

6.7.20. Im f(x) = − 10x

x4 + 50x + 625
.

Номери завдань за варiантами

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

1.1.1 1.1.2 1.1.3 1.1.4 1.1.5 1.1.6 1.1.7 1.1.8 1.1.9 1.1.10

1.1.5 1.1.10 1.1.15 1.1.19 1.1.1 1.1.11 1.1.6 1.1.18 1.1.3 1.1.20

1.1.14 1.1.5 1.1.2 1.1.15 1.1.10 1.1.13 1.1.16 1.1.6 1.1.1 1.1.11

1.1.20 1.1.1 1.1.19 1.1.6 1.1.13 1.1.18 1.1.14 1.1.7 1.1.2 1.1.16

1.1.21 1.1.22 1.1.23 1.1.24 1.1.25 1.1.26 1.1.27 1.1.28 1.1.29 1.1.30

1.1.41 1.1.42 1.1.43 1.1.44 1.1.45 1.1.46 1.1.47 1.1.48 1.1.49 1.1.50

1.2.1 1.2.2 1.2.3 1.2.4 1.2.5 1.2.6 1.2.7 1.2.8 1.2.9 1.2.10

1.3.1 1.3.2 1.3.3 1.3.4 1.3.5 1.3.6 1.3.7 1.3.8 1.3.9 1.3.10

1.4.1 1.4.2 1.4.3 1.4.4 1.4.5 1.4.6 1.4.7 1.4.8 1.4.9 1.4.10

1.5.1 1.5.2 1.5.3 1.5.4 1.5.5 1.5.6 1.5.7 1.5.8 1.5.9 1.5.10

1.5.21 1.5.22 1.5.23 1.5.24 1.5.25 1.5.26 1.5.27 1.5.28 1.5.29 1.5.39

1.6.1 1.6.2 1.6.3 1.6.4 1.6.5 1.6.6 1.6.7 1.6.8 1.6.9 1.6.19

1.6.26 1.6.23 1.6.27 1.6.28 1.6.34 1.6.35 1.6.24 1.6.25 1.6.29 1.6.30

2.1.1 2.1.2 2.1.3 2.1.4 2.1.5 2.1.6 2.1.7 2.1.8 2.1.9 2.1.10

2.1.19 2.1.20 2.1.21 2.1.22 2.1.23 2.1.37 2.1.38 2.1.24 2.1.25 2.1.26

2.2.1 2.2.2 2.2.3 2.2.4 2.2.5 2.2.6 2.2.7 2.2.8 2.2.9 2.2.10

2.2.21 2.2.22 2.2.23 2.2.24 2.2.25 2.2.26 2.2.27 2.2.28 2.2.29 2.2.30

2.2.41 2.2.42 2.2.43 2.2.44 2.2.45 2.2.46 2.2.47 2.2.48 2.2.49 2.2.50

2.3.1 2.3.2 2.3.3 2.3.4 2.3.5 2.3.6 2.3.7 2.3.8 2.3.9 2.3.10

3.1.1 3.1.2 3.1.3 3.1.4 3.1.5 3.1.6 3.1.7 3.1.10 3.1.11 3.1.12

3.1.21 3.1.22 3.1.23 3.1.24 3.1.25 3.1.26 3.1.27 3.1.28 3.1.29 3.1.30

3.2.1 3.2.2 3.2.3 3.2.4 3.2.5 3.2.6 3.2.7 3.2.8 3.2.9 3.2.10

3.2.21 3.2.22 3.2.23 3.2.24 3.2.25 3.2.26 3.2.27 3.2.28 3.2.29 3.2.30

3.3.1 3.3.2 3.3.3 3.3.4 3.3.5 3.3.6 3.3.7 3.3.8 3.3.9 3.3.10

3.3.21 3.3.22 3.3.23 3.3.24 3.3.25 3.3.26 3.3.27 3.3.28 3.3.29 3.3.30

3.4.1 3.4.2 3.4.3 3.4.4 3.4.5 3.4.6 3.4.7 3.4.15 3.4.30 3.4.8

3.4.20 3.4.21 3.4.22 3.4.23 3.4.24 3.4.25 3.4.26 3.4.27 3.4.31 3.4.32

4.1.1 4.1.2 4.1.3 4.1.4 4.1.5 4.1.6 4.1.7 4.1.8 4.1.17 4.1.19

4.2.1 4.2.2 4.2.3 4.2.4 4.2.5 4.2.6 4.2.7 4.2.8 4.2.9 4.2.10

4.3.1 4.3.2 4.3.3 4.3.4 4.3.5 4.3.7 4.3.8 4.3.20 4.3.11 4.3.6

4.4.1 4.4.2 4.4.3 4.4.4 4.4.5 4.4.6 4.4.7 4.4.8 4.4.9 4.4.10

4.5.1 4.5.2 4.5.3 4.5.4 4.5.5 4.5.6 4.5.7 4.5.8 4.5.9 4.5.10
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Продовження таблицi

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

4.5.21 4.5.22 4.5.23 4.5.24 4.5.25 4.5.26 4.5.27 4.5.28 4.5.29 4.5.30

4.5.41 4.5.42 4.5.43 4.5.44 4.5.45 4.5.46 4.5.47 4.5.48 4.5.49 4.5.50

4.5.61 4.5.62 4.5.63 4.5.64 4.5.65 4.5.66 4.5.67 4.5.68 4.5.69 4.5.70

5.1.1 5.1.2 5.1.3 5.1.4 5.1.5 5.1.6 5.1.7 5.1.8 5.1.9 5.1.10

5.1.11 5.1.12 5.1.25 5.1.26 5.1.27 5.1.28 5.1.29 5.1.30 5.1.31 5.1.32

5.1.41 5.1.42 5.1.43 5.1.44 5.1.45 5.1.46 5.1.47 5.1.48 5.1.49 5.1.50

5.2.1 5.2.2 5.2.3 5.2.4 5.2.5 5.2.11 5.2.12 5.2.13 5.2.14 5.2.15

5.2.30 5.2.31 5.2.17 5.2.18 5.2.19 5.2.20 5.2.21 5.2.22 5.2.23 5.2.24

5.3.1 5.3.2 5.3.3 5.3.4 5.3.5 5.3.6 5.3.18 5.3.19 5.3.20 5.3.21

5.3.26 5.3.27 5.3.28 5.3.29 5.3.30 5.3.31 5.3.13 5.3.14 5.3.15 5.3.16

5.3.41 5.3.42 5.3.43 5.3.44 5.3.45 5.3.46 5.3.47 5.3.55 5.3.56 5.3.57

5.4.1 5.4.11 5.4.2 5.4.12 5.4.13 5.4.3 5.4.4 5.4.17 5.4.18 5.4.5

5.5.1 5.5.2 5.5.3 5.5.4 5.5.5 5.5.6 5.5.7 5.5.8 5.5.9 5.5.10

5.6.12 5.6.1 5.6.2 5.6.3 5.6.4 5.6.5 5.6.17 5.6.18 5.6.19 5.6.20

5.6.31 5.6.32 5.6.33 5.6.34 5.6.35 5.6.36 5.6.37 5.6.38 5.6.39 5.6.40

6.1.1 6.1.2 6.1.3 6.1.4 6.1.5 6.1.6 6.1.7 6.1.8 6.1.9 6.1.10

6.1.21 6.1.22 6.1.23 6.1.24 6.1.25 6.1.26 6.1.27 6.1.28 6.1.29 6.1.30

6.3.1 6.3.2 6.3.3 6.3.4 6.3.5 6.3.6 6.3.7 6.3.8 6.3.9 6.3.10

6.3.21 6.3.22 6.3.23 6.3.24 6.3.25 6.3.26 6.3.27 6.3.28 6.3.29 6.3.30

6.4.1 6.4.2 6.4.3 6.4.4 6.4.5 6.4.6 6.4.7 6.4.8 6.4.9 6.4.10

6.5.1 6.5.2 6.5.3 6.5.4 6.5.5 6.5.6 6.5.7 6.5.8 6.5.9 6.5.10

6.5.11 6.5.12 6.5.13 6.5.14 6.5.15 6.5.16 6.5.17 6.5.18 6.5.19 6.5.20

6.6.1 6.6.2 6.6.5 6.6.6 6.6.7 6.6.3 6.6.4 6.6.19 6.6.20 6.6.21

6.6.18 6.6.34 6.6.35 6.6.36 6.6.22 6.6.23 6.6.24 6.6.25 6.6.26 6.6.27

6.7.1 6.7.2 6.7.3 6.7.4 6.7.5 6.7.6 6.7.13 6.7.14 6.7.15 6.7.16

11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

1.1.11 1.1.12 1.1.13 1.1.14 1.1.15 1.1.16 1.1.17 1.1.18 1.1.19 1.1.20

1.1.12 1.1.17 1.1.7 1.1.4 1.1.13 1.1.14 1.1.2 1.1.16 1.1.9 1.1.8

1.1.8 1.1.20 1.1.19 1.1.12 1.1.7 1.1.3 1.1.18 1.1.9 1.1.17 1.1.4

1.1.17 1.1.15 1.1.8 1.1.9 1.1.4 1.1.10 1.1.5 1.1.11 1.1.3 1.1.12

1.1.31 1.1.32 1.1.33 1.1.34 1.1.35 1.1.36 1.1.37 1.1.38 1.1.39 1.1.40

1.1.41 1.1.42 1.1.43 1.1.44 1.1.45 1.1.46 1.1.47 1.1.48 1.1.49 1.1.50

1.2.11 1.2.12 1.2.13 1.2.14 1.2.15 1.2.16 1.2.17 1.2.18 1.2.19 1.2.20

1.3.11 1.3.12 1.3.13 1.3.14 1.3.15 1.3.16 1.3.17 1.3.18 1.3.19 1.3.20

1.4.11 1.4.12 1.4.13 1.4.14 1.4.15 1.4.16 1.4.17 1.4.18 1.4.19 1.4.20

1.5.11 1.5.12 1.5.13 1.5.14 1.5.15 1.5.16 1.5.17 1.5.18 1.5.19 1.5.20

1.5.40 1.5.30 1.5.31 1.5.32 1.5.33 1.5.34 1.5.35 1.5.36 1.5.37 1.5.38

1.6.10 1.6.11 1.6.12 1.6.13 1.6.14 1.6.15 1.6.16 1.6.17 1.6.18 1.6.20

1.6.21 1.6.22 1.6.31 1.6.32 1.6.33 1.6.36 1.6.37 1.6.38 1.6.39 1.6.40

2.1.11 2.1.12 2.1.35 2.1.36 2.1.13 2.1.14 2.1.15 2.1.16 2.1.17 2.1.18

2.1.27 2.1.28 2.1.29 2.1.30 2.1.31 2.1.32 2.1.33 2.1.34 2.1.40 2.1.39

2.2.11 2.2.12 2.2.13 2.2.14 2.2.15 2.2.16 2.2.17 2.2.18 2.2.19 2.2.20
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Закiнчення таблицi

11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

2.2.31 2.2.32 2.2.33 2.2.34 2.2.35 2.2.36 2.2.37 2.2.38 2.2.39 2.2.40

2.2.51 2.2.52 2.2.53 2.2.54 2.2.55 2.2.56 2.2.57 2.2.58 2.2.59 2.2.60

2.3.11 2.3.12 2.3.13 2.3.14 2.3.15 2.3.16 2.3.17 2.3.18 2.3.19 2.3.20

3.1.13 3.1.14 3.1.15 3.1.16 3.1.8 3.1.17 3.1.18 3.1.9 3.1.19 3.1.20

3.1.31 3.1.32 3.1.33 3.1.34 3.1.35 3.1.36 3.1.37 3.1.38 3.1.39 3.1.40

3.2.11 3.2.12 3.2.13 3.2.14 3.2.15 3.2.16 3.2.17 3.2.18 3.2.19 3.2.20

3.2.31 3.2.32 3.2.33 3.2.34 3.2.35 3.2.36 3.2.37 3.2.38 3.2.39 3.2.40

3.3.11 3.3.12 3.3.13 3.3.14 3.3.15 3.3.16 3.3.17 3.3.18 3.3.19 3.3.20

3.3.31 3.3.32 3.3.33 3.3.34 3.3.35 3.3.36 3.3.37 3.3.38 3.3.39 3.3.40

3.4.9 3.4.10 3.4.11 3.4.12 3.4.13 3.4.14 3.4.34 3.4.28 3.4.29 3.4.19

3.4.33 3.4.16 3.4.35 3.4.36 3.4.37 3.4.38 3.4.39 3.4.40 3.4.17 3.4.18

4.1.9 4.1.10 4.1.11 4.1.12 4.1.13 4.1.14 4.1.15 4.1.16 4.1.18 4.1.20

4.2.11 4.2.12 4.2.13 4.2.14 4.2.15 4.2.16 4.2.17 4.2.18 4.2.19 4.2.20

4.3.12 4.3.13 4.3.14 4.3.15 4.3.16 4.3.17 4.3.18 4.3.19 4.3.9 4.3.10

4.4.1 4.4.2 4.4.3 4.4.4 4.4.5 4.4.6 4.4.7 4.4.8 4.4.9 4.4.10

4.5.11 4.5.12 4.5.13 4.5.14 4.5.15 4.5.16 4.5.17 4.5.18 4.5.19 4.5.20

4.5.31 4.5.32 4.5.33 4.5.34 4.5.35 4.5.36 4.5.37 4.5.38 4.5.39 4.5.40

4.5.51 4.5.52 4.5.53 4.5.54 4.5.55 4.5.56 4.5.57 4.5.58 4.5.59 4.5.60

4.5.61 4.5.62 4.5.63 4.5.64 4.5.65 4.5.66 4.5.67 4.5.68 4.5.69 4.5.70

5.1.15 5.1.16 5.1.17 5.1.18 5.1.19 5.1.20 5.1.21 5.1.22 5.1.23 5.1.24

5.1.13 5.1.14 5.1.33 5.1.34 5.1.35 5.1.36 5.1.37 5.1.38 5.1.39 5.1.40

5.1.41 5.1.42 5.1.43 5.1.44 5.1.45 5.1.46 5.1.47 5.1.48 5.1.49 5.1.50

5.2.16 5.2.6 5.2.7 5.2.8 5.2.9 5.2.10 5.2.26 5.2.27 5.2.28 5.2.29

5.2.25 5.2.32 5.2.33 5.2.34 5.2.35 5.2.36 5.2.37 5.2.38 5.2.39 5.2.40

5.3.22 5.3.23 5.3.24 5.3.25 5.3.7 5.3.8 5.3.9 5.3.10 5.3.11 5.3.12

5.3.17 5.3.32 5.3.37 5.3.33 5.3.34 5.3.35 5.3.36 5.3.38 5.3.39 5.3.40

5.3.48 5.3.49 5.3.50 5.3.51 5.3.52 5.3.53 5.3.54 5.3.58 5.3.59 5.3.60

5.4.6 5.4.19 5.4.9 5.4.10 5.4.14 5.4.15 5.4.16 5.4.7 5.4.8 5.4.20

5.5.11 5.5.12 5.5.13 5.5.14 5.5.15 5.5.16 5.5.17 5.5.18 5.5.19 5.5.20

5.6.6 5.6.7 5.6.13 5.6.14 5.6.15 5.6.8 5.6.16 5.6.9 5.6.10 5.6.11

5.6.21 5.6.22 5.6.23 5.6.24 5.6.25 5.6.26 5.6.27 5.6.28 5.6.29 5.6.30

6.1.11 6.1.12 6.1.13 6.1.14 6.1.15 6.1.16 6.1.17 6.1.18 6.1.19 6.1.20

6.1.31 6.1.32 6.1.33 6.1.34 6.1.35 6.1.36 6.1.37 6.1.38 6.1.39 6.1.40

6.3.11 6.3.12 6.3.13 6.3.14 6.3.15 6.3.16 6.3.17 6.3.18 6.3.19 6.3.20

6.3.31 6.3.32 6.3.33 6.3.34 6.3.35 6.3.36 6.3.37 6.3.38 6.3.39 6.3.40

6.4.11 6.4.12 6.4.13 6.4.14 6.4.15 6.4.16 6.4.17 6.4.18 6.4.19 6.4.20

6.5.1 6.5.2 6.5.3 6.5.4 6.5.5 6.5.6 6.5.7 6.5.8 6.5.9 6.5.10

6.5.21 6.5.22 6.5.23 6.5.24 6.5.25 6.5.26 6.5.27 6.5.28 6.5.29 6.5.30

6.6.8 6.6.9 6.6.10 6.6.11 6.6.12 6.6.13 6.6.14 6.6.15 6.6.16 6.6.17

6.6.28 6.6.29 6.6.30 6.6.31 6.6.32 6.6.38 6.6.39 6.6.40 6.6.33 6.6.37

6.7.7 6.7.8 6.7.9 6.7.10 6.7.11 6.7.12 6.7.17 6.7.18 6.7.19 6.7.20
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