
Вступ

Класична механiка передбачає кiлькiсний опис механiчного руху або
перемiщення тiла в просторi. Але ця теорiя застосовна не завжди. Якщо
механiчна дiя фiзичної системи за порядком величини збiгається зi сталою
Планка, то рух набуває iнших якiсних форм: зникає саме поняття траєк-
торiї, з’являються принциповi обмеження в точностi вимiрювання фiзичних
величин, у рядi випадкiв виникає дискретнiсть значень деяких фiзичних ве-
личин, хвильовий характер руху частинок i т.д. Розмiри цих систем надто
малi. Такi системи утворюють мiкросвiт. У свою чергу, системи, пiдпорядко-
ванi законам класичної механiки, утворюють макросвiт. Механiку мiкросвiту
традицiйно називають квантовою. До об’єктiв мiкросвiту належать елемен-
тарнi частинки (електрон, протон, нейтрон тощо), ядра, атоми, молекули i
кристали. Кiлькiсна теорiя мiкросвiту потребує специфiчного понятiйного й
математичного апарату. Майже кожне поняття подається за допомогою де-
якої математичної конструкцiї з роздiлiв математичного й функцiонального
аналiзу.

Незважаючи на велику кiлькiсть повноцiнних пiдручникiв iз квантової
теорiї, у студентiв практично завжди виникають труднощi, пов’язанi з опра-
цюванням матерiалу, який потрiбно засвоїти. У даному посiбнику компактно
вiдображено найбiльш важливi аспекти курсу, що допоможе студентам систе-
матично ознайомитися з ним.

У ходi вивчення курсу квантової механiки iстотне значення має набуття
навичок, а отже, засвоєння теоретичного матерiалу повинне супроводжува-
тись виконанням розв’язанням великої кiлькостi рiзноманiтних завдань. У
посiбнику до кожного роздiлу запропоновано iндивiдуальнi завдання, а та-
кож приклади розв’язання найбiльш типових задач.

Вектори позначено жирним прямим шрифтом, наприклад, v. Та ж лi-
тера свiтлим шрифтом (v) позначає модуль вiдповiдного вектора.

Наведемо значення (в одиницях СI) деяких фундаментальних констант,
використаних в даному посiбнику:

• заряд електрона e = 1, 6021892 · 10−19 Кл;
• стала Планка ~ = h/2π = 1, 0545887 · 10−34 Дж·с;
• маса спокою електрона me = 9, 109534 · 10−31 кг;
• маса спокою протона mp = 1, 6726485 · 10−27 кг;
• маса спокою нейтрона mn = 1, 6749543 · 10−27 кг.
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1. Хвильова функцiя мiкрочастинки та її фiзичний змiст

Одним iз фундаментальних понять квантової теорiї є квантовий стан
системи (мiкрочастинки). Математично квантовий стан зображують за допо-
могою хвильової функцiї – деякої комплексної функцiї координат i часу
Ψ(ζ, t) (ζ – сукупнiсть всiх узагальнених координат; для частинки в триви-
мiрному евклiдовому просторi ζ ≡ r).

Хвильова функцiя сама по собi не має фiзичного змiсту, тобто є неспо-

стережуваною величиною. У класичнiй механiцi, наприклад, координата не
буде мати змiсту доти, доки не визначений вибiр початку координат. Те ж
можна сказати й про час, i про потенцiальну енергiю. В електродинамiцi
неспостережуваними величинами є потенцiали електромагнiтного поля.

Для опису вiльного руху частинки з масою m та iмпульсом p Луї де
Бройль запропонував застосовувати плоску хвилю:

Ψp(r, t) = A exp

[
i

~
(pr − Et)

]
, (1.1)

яку прийнято називати хвилею де Бройля , де E =
p2

2m
— енергiя частинки;

A – ненульова стала.
Стала Планка ~ — фундаментальна фiзична стала, специфiчна для мiк-

росвiту. Зокрема, вона являє собою коефiцiєнт пропорцiйностi мiж енергiєю
й частотою у формулi (1.1). Спiввiдношення квантової теорiї дають класично
несуперечливi результати за формального переходу до границi ~ → 0.

У загальному випадку хвильову функцiю знаходять iз розв’язку вiдпо-
вiдного лiнiйного однорiдного диференцiйного рiвняння, тому її визначають
з точнiстю до довiльного постiйного множника – сталої нормування. Якщо
хвильовi функцiї вiдрiзняються тiльки постiйним множником, то вiдповiднi
їм стани фiзично еквiвалентнi.

Макс Борн запропонував таку фiзичну iнтерпретацiю хвильової функ-
цiї: квадрат модуля хвильової функцiї пропорцiйний густинi ймовiрностi

виявлення частинки в точцi з координатою ζ: |Ψ(ζ, t)|2 ∼ w(ζ, t).
У станi фiнiтного руху частинка локалiзована в скiнченнiй областi про-

стору, так що належним вибором сталої нормування останнє спiввiдношення
може бути перетворено в строгу рiвнiсть:

|Ψ(ζ, t)|2 = w(ζ, t). (1.2)

За теорiєю ймовiрностi умову нормування для хвильової функцiї фiнiтного

4



руху можна сформулювати таким чином:
∫

Ω

|Ψ(ζ, t)|2 dζ = 1, (1.3)

де iнтегрування ведеться по всьому простору Ω.
Iнтеграл у виразi (1.3) скiнченний тiльки тодi, коли функцiя |Ψ(ζ, t)|2 на

великих вiдстанях спадає досить швидко. Також iз цiєї умови випливає, що
навiть нормована хвильова функцiя визначається неоднозначно, а з точнiстю
до довiльного постiйного фазового множника, який обирають так, щоб по
можливостi спростити вигляд хвильової функцiї.

У хвильової функцiї немає унiверсальної розмiрностi. Її розмiрнiсть
визначається тiльки елементом iнтегрування

|Ψ(ζ, t)| = (dζ)−1/2. (1.4)

Легко побачити, що за виконання спiввiдношення (1.4) пiдiнтегральна функ-
цiя у виразi (1.3) буде безрозмiрною. За хвильову функцiю можна взяти тiль-
ки ту математичну функцiю, яка задовольняє умови скiнченностi, однознач-

ностi i безперервностi.
Пояснимо iстотну вiдмiннiсть квантового руху вiд поширення хвилi, на-

приклад електромагнiтної. Якщо є N джерел електромагнiтних хвиль, то ре-
зультуюча хвиля буде, як i в класичнiй механiцi, залежати тiльки вiд однiєї
просторової змiнної. У випадку системи N мiкрочастинок її повна хвильо-
ва функцiя залежатиме вiд N просторових змiнних: Ψ(ζ1, · · · , ζN , t). Однак
за елемент iнтегрування варто брати елемент так званого конфiгурацiйного

простору dζ = dζ1 · · · dζN .
Фундаментальний принцип квантової теорiї — принцип суперпозицiї

— являє собою результат узагальнення експериментальних випробувань: як-

що квантова система може перебувати в станах iз хвильовими функцiями

Ψ1 i Ψ2, то вона може перебувати й у станi

Ψ = αΨ1 + βΨ2, (1.5)

де α i β – довiльнi комплекснi сталi.
Лiнiйна комбiнацiя хвильових функцiй у правiй частинi рiвняння (1.5)

задає суперпозицiю станiв. Iнакше кажучи, суперпозицiя станiв квантової

системи теж буде станом цiєї системи. Розглянемо деякi характернi при-
клади.
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Приклад 1.1. Частинка знаходиться в станi з хвильовою функцiєю

Ψ(x) =




A sin

πx

a
, x ∈ [0; a];

0, x < 0, x > a.
Обчислiть сталу нормування A.

Розв’язання. Частинка локалiзована в скiнченнiй областi простору,
тому за умову нормування обираємо спiввiдношення (1.3):

1 = |A|2
a∫

0

sin2
πx

a
dx =

1

2
|A|2

a∫

0

(
1− cos

2πx

a

)
dx =

a

2
|A|2 .

Iнтеграл вiд другого доданка перетворюється на нуль завдяки iнтегруванню
гармонiчної функцiї за її перiодом. Таким чином, нормована хвильова функ-

цiя має вигляд Ψ(x) =

√
2

a
sin

πx

a
.

Приклад 1.2. Частинка приведена в стан з хвильовою функцiєю

Ψ(x) = B exp

[
− x2

2x20

]
, де x0 — стала розмiрностi довжини. Обчислiть B.

Розв’язання. Означення (1.3) за допомогою замiни змiнних
x

x0
= ξ

зведемо до iнтеграла Пуассона :

1 = |B|2
∞∫

−∞

exp

[
−x2

x20

]
dx = |B|2 x0

∞∫

−∞

e−ξ2dξ = |B|2 x0
√

π, ⇒ |B|2 = 1

x0
√

π
.

Остаточна вiдповiдь: Ψ(x) =
1√
x0
√

π
exp

[
− x2

2x20

]
.

Приклад 1.3. Хвильова функцiя залежить вiд полярного кута ϕ та за-
дана виразом Ψ(ϕ) = Aeiαϕ, де α — деяка стала. Визначте можливi значення
α та пронормуйте хвильову функцiю Ψ(ϕ).

Розв’язання. Полярний кут задає деякий напрямок на площинi XOY

вiдносно початку координат. У разi змiни кута на 2π напрямок залишається
незмiнним. Тому для виконання умови однозначностi функцiя полярного
кута Ψ(ϕ) повинна бути перiодичною з перiодом 2π: Ψ(ϕ) = Ψ (ϕ + 2π).

З явного вигляду функцiї Ψ(ϕ) та попередньої умови отримуємо обме-
ження на значення сталої α: e2πiα = 1, звiдки випливає, що вона повинна
набувати тiльки цiлих значень: α ≡ m = 0,±1 . . .

Полярний кут ϕ може набувати значення з iнтервалу 0 6 ϕ < 2π, тому

умова нормування (1.3) набуває вигляду

2π∫

0

|Ψ(ϕ)|2dϕ = 2π|A|2 = 1. Остаточно
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отримуємо нормовану хвильову функцiю: Ψm (ϕ) =
eimϕ

√
2π

, m ∈ Z.

Приклад 1.4. Пронормуйте функцiї Ψ1 (θ, ϕ) = A1 i Ψ2 (θ, ϕ) = A2 cos θ

на одиничнiй сферi.
Розв’язання. Заданi хвильовi функцiї залежать тiльки вiд полярного

та азимутального кутiв, тому розв’язувати задачу будемо у сферичнiй системi
координат. Елемент кута в нiй dΩ = sin θdθdϕ, 0 6 θ 6 π, 0 6 ϕ < 2π.

Сталу A1 отримаємо елементарним iнтегруванням з умови (1.3):

∫
|Ψ1 (θ, ϕ)|2 dΩ = |A1|2

∫
dΩ = |A1|2

π∫

0

2π∫

0

sin θdθdϕ

︸ ︷︷ ︸
4π

= 1, звiдки A1 =
1√
4π

.

У ходi обчислення сталої нормування A2 зробимо замiну змiнних cos θ = ξ:

∫
|Ψ2 (θ, ϕ)|2dΩ = |A2|2

2π∫

0

dϕ

+1∫

−1

ξ2dξ =
4π

3
|A2|2 = 1. В результатi A2 =

√
3

4π
.

Приклад 1.5. Пронормуйте хвильову функцiю Ψ(r) = D exp

[
−Zr

a0

]
,

задану в усьому просторi у сферичних координатах (a0 > 0 — стала розмiр-
ностi довжини, Z > 0 — безрозмiрна стала).

Розв’язання. Елемент об’єму у сферичних координатах d3r = r2drdΩ.
Застосовуючи обчислення з попереднього прикладу i замiну ξ = 2Zr/a0 в
радiальному iнтегралi, вираз (1.3) перетворимо до такого вигляду:

∫
|Ψ(r)|2 d3r = |D|2

∫
dΩ

∞∫

0

r2 exp

(
−2Zr

a0

)
dr = 4π |D|2 a30

8Z3

2︷ ︸︸ ︷
∞∫

0

ξ2e−ξdξ = 1.

Остаточно отримаємо Ψ(r) =

√
Z3

πa30
exp

[
−Zr

a0

]
.

Приклад 1.6. Знайдiть координату x мiкрочастинки в одновимiрнiй
прямокутнiй потенцiальнiй ямi шириною α=10Å з нескiнченно високими стiн-
ками, за якої густина ймовiрностi її знаходження максимальна. Хвильова
функцiя мiкрочастинки має вигляд Ψ = Ax5 (a− x)2.

Розв’язання. Густина ймовiрностi максимальна, коли |Ψ|2 хвильової
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функцiї має екстремум. Умова екстремуму
d

dx
|Ψ|2 = 0. З неї маємо:

d

dx

(
A2x10(a− x)4

)
= A210x9(a− x)4 − A2x104(a− x)3 = 0.

A2x9(a− x)3 (10 (a− x)− 4x) = 0 ⇒ x =
10a

14
= 7, 14Å.

Завдання для самостiйного виконання

1. Хвильовий пакет заданий функцiєю Ψ(x) = A exp

(
− x2

2x20
+ ik0x

)
, де

x0 > 0 — стала розмiрностi довжини, що визначає ширину пакета; k0 — стала
з розмiрнiстю хвильового числа. Обчислiть сталу нормування A.

2. Хвильова функцiя задана на всiй дiйснiй осi такими виразами:

Ψ1(x) = Ax exp

(
− x

x0

)
, Ψ2(x) = Ax exp

(
−x2

x20

)
, Ψ3(x) = A

(
1 +

x2

x20

)−1

,

де x0 > 0 — стала розмiрностi довжини. Обчислiть A.
3. Хвильовi функцiї заданi на одиничнiй сферi у сферичних координатах

виразом Ψ±(θ, ϕ) = B± sin θe±iϕ. Обчислiть сталi нормування B±.
4. Хвильова функцiя задана в усьому просторi у сферичних координатах

виразом Ψ(r) = C exp

(
− r2

2r20

)
, де r0 > 0 — стала розмiрностi довжини.

Обчислiть сталу C.

5. Хвильова функцiя деякої частинки має вигляд Ψ =
A

r
e−r/α, де r —

вiдстань вiд цiєї частки до силового центра (вiзьмiть α = 1Å). Застосову-
ючи умову нормування (1.3), знайдiть коефiцiєнт A. Визначте, яка густина
ймовiрностi знаходження цiєї частинки на вiдстанi 2Å.

6. Хвильова функцiя деякої частинки має вигляд Ψ = Ae−r/α, де r —
вiдстань вiд цiєї частинки до силового центра (α = 1Å). Застосовуючи умову
нормування (1.3), визначте коефiцiєнт A. Визначте, на якiй вiдстанi r1 (у
нанометрах) вiд початку координат ймовiрнiсть знаходження мiкрочастинки
максимальна. Обчислiть густину ймовiрностi ω знаходження цiєї частинки на
вiдстанi 2Å вiд початку координат. Визначте вiдстань r2 ( у нанометрах) вiд
частинки до силового центра, де густина ймовiрностi знаходження частинки
дорiвнює 5, 83 · 1023 м−3.

7. Знайдiть максимальну густину ймовiрностi знаходження мiкроча-
стинки в одновимiрнiй прямокутнiй потенцiальнiй ямi шириною a = 10Å з
нескiнченно високими стiнками, якщо хвильовi функцiї мають такий вигляд:
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Ψ1 = Ax2(a − x)2, Ψ2 = Ax(a − x), Ψ3 = Ax3(a − x), Ψ4 = Ax(a − x)2,
Ψ5 = Ax2(a− x).

8. Знайдiть координату x мiкрочастинки в одновимiрнiй прямокутнiй
потенцiальнiй ямi завширшки a = 10Å з нескiнченно високими стiнками,
за якої густина ймовiрностi її знаходження максимальна. Хвильова функцiя
мiкрочастинки має такий вигляд: Ψ1 = Ax4(a− x), Ψ2 = Ax(a− x)2,
Ψ3 = Ax(a− x)3, Ψ4 = Ax3(a− x).

9. Хвильова функцiя Ψn =

√
2

a
sin

(n+ 1)πx

a
описує стан електрона в

одновимiрнiй прямокутнiй потенцiальнiй ямi з нескiнченно високими стiнка-
ми, де a = 10Å. Визначте координату x електрона (у нанометрах), де густина
ймовiрностi його знаходження дорiвнює 2 · 109 м−1.

2. Оператори в квантовiй механiцi

У квантовiй механiцi для зображення фiзичних величин служать опе-

ратори. З математичної позицiї оператор являє собою спосiб переходу вiд
однiєї хвильової функцiї до iншої. Оператор позначають, наприклад, так: D̂.
Запис D̂Ψ(ζ) означає дiю оператора D̂ на функцiю Ψ(ζ), що в загальному ви-
падку не зводиться до звичайного множення. Результатом дiї оператора на

функцiю буде функцiя. Оператор визначають на деякiй множинi, або класi,
функцiй. У квантовiй теорiї — це функцiї, що задовольняють стандартнi умо-
ви скiнченностi, однозначностi та безперервностi. Визначити оператор —
означає встановити правило його дiї на довiльну функцiю даного класу.

Визначимо найважливiшi правила алгебричних дiй над операторами.
Операторна рiвнiсть Â = B̂. Оператори Â i B̂ дорiвнюють один

одному, якщо в результатi дiї їх на одну й ту ж довiльну функцiю Ψ(ζ) з
даного класу отримуємо однаковi функцiї: ÂΨ(ζ) = B̂Ψ(ζ).

Нульовий оператор 0̂. Оператор нульовий, якщо внаслiдок його дiї
на довiльну функцiю Ψ(ζ) результатом буде тотожний нуль: 0̂Ψ(ζ) ≡ 0.

Одиничний оператор 1̂. Оператор одиничний, якщо його дiя на до-
вiльну функцiю Ψ(ζ) не змiнює останню: 1̂Ψ(ζ) = Ψ(ζ).

Множення оператора на сталу αÂ. У результатi множення операто-
ра на сталу отримуємо новий оператор, дiю якого на довiльну функцiю Ψ(ζ)

визначає таке правило: αÂΨ(ζ) = α
(
ÂΨ(ζ)

)
.

Сума операторiв Â+B̂. Сумою операторiв Â i B̂ називають оператор,
дiя якого на довiльну функцiю Ψ(ζ) полягає в незалежнiй дiї на неї кожного

9



оператора окремо з подальшим додаванням результатiв:
(
Â+ B̂

)
Ψ(ζ) =

(
ÂΨ(ζ)

)
+
(
B̂Ψ(ζ)

)
.

Звiдси випливає, що сума операторiв завжди комутативна:

Â+ B̂ = B̂ + Â. (2.1)

Добуток операторiв Â · B̂. Добутком операторiв Â i B̂ називають
оператор, дiя якого на довiльну функцiю Ψ(ζ) полягає в послiдовнiй дiї на

неї спочатку оператора B̂, а потiм Â:
(
ÂB̂
)
Ψ(ζ) = Â

(
B̂Ψ(ζ)

)
. На вiдмiну

вiд суми добуток операторiв у загальному випадку залежить вiд порядку
наступностi спiвмножникiв, тобто добуток операторiв некомутативний. У
квантовiй механiцi вводять спецiальну конструкцiю, побудовану з добуткiв
операторiв, — комутатор:

[
Â, B̂

]
= ÂB̂ − B̂Â. (2.2)

Також iснує поняття антикомутатора:
{
Â, B̂

}
= ÂB̂ + B̂Â.

Обернений оператор Â−1. Оберненим до Â будемо називати такий
оператор Â−1, для якого виконується спiввiдношення: Â−1Â = ÂÂ−1 = 1.

Цiлий додатний степiнь оператора Ân є n–кратним добутком опе-
ратора самого на себе: Ân = Â · . . . · Â.

Ермiтово-спряжений оператор Â+. Оператор Â+ називають ермiтово-

спряженим щодо Â, якщо для довiльних функцiй Υ(ζ) i Ψ(ζ) справджується
рiвнiсть ∫

Υ∗(ζ)Â+Φ(ζ)dζ =

∫
Φ(ζ)Â∗Υ∗(ζ)dζ. (2.3)

Якщо дiя оператора на функцiю зводиться до множення її на функцiю ω(ζ):
ÂΨ(ζ) = ω(ζ)Ψ(ζ), то для неї маємо рiвнiсть ω+(ζ) = ω∗(ζ).

Оператор називають самоспряженим або ермiтовим, якщо вiн збi-
гається зi своїм ермiтовим спряженням: Â+ = Â.

Оператор Â називають унiтарним, якщо його ермiтове спряження
збiгається з оберненим оператором: Â+ = Â−1.

У квантовiй механiцi велике значення мають так званi лiнiйнi опера-

тори, якi задовольняють умову

Â (αΦ + βΨ) = αÂΦ + βÂΨ (2.4)
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для довiльних функцiй Φ i Ψ та довiльних комплексних сталих α i β. Для
виконання принципу суперпозицiї станiв (1.5) оператори фiзичних величин
повиннi бути лiнiйними.

У табл. 2.1 наведено оператори найважливiших фiзичних величин (m
— маса частинки). Першi шiсть iз них застосовують як у класичнiй, так i в
квантовiй механiцi. Парнiсть — суто квантова характеристика мiкрооб’єктiв.

Таблиця 2.1. Оператори основних фiзичних величин

Фiзична величина Оператор
Координата

r = ix+ jy + kz =
∑

k

ekxk r̂Ψ(r) = rΨ(r)

Iмпульс

p = ipx + jpy + kpz =
∑

k

ekpk p̂Ψ(r) = −i~∇Ψ(r) = −i~
∂

∂r
Ψ(r)

Орбiтальний момент

L = [r × p] =

∣∣∣∣∣∣

i j k

x y z

px py pz

∣∣∣∣∣∣
,

Lx = ypz − zpy,

Ly = zpx − xpz,

Lz = xpy − ypx

L̂ = [r × p̂] = −i~

∣∣∣∣∣∣∣

i j k

x y z
∂
∂x

∂
∂y

∂
∂z

∣∣∣∣∣∣∣
,

L̂x = −i~
(
y ∂
∂z − z ∂

∂y

)
,

L̂y = −i~
(
z ∂
∂x − x ∂

∂z

)
,

L̂z = −i~
(
x ∂
∂y − y ∂

∂x

)

Кiнетична енергiя

T =
p2

2m
=

p2x + p2y + p2z
2m

T̂Ψ(r) =
p̂
2

2m
Ψ(r) = − ~

2

2m
4Ψ(r)

Потенцiальна енергiя

U = U(r, t) ÛΨ(r, t) = U(r, t)Ψ(r, t)

Повна енегрiя

E =
p2

2m
+ U(r, t) Ĥ = − ~

2

2m
4+ U(r, t)

оператор Гамiльтона

Парнiсть

P
ÎΨ(r, t) = Ψ(−r, t)

оператор iнверсiї

Розглянемо деякi характернi приклади.

Приклад 2.1. У добутках операторiв
(
F̂ − Ĝ

)
·
(
F̂ + Ĝ

)
та
(
F̂ + Ĝ

)2

розкрийте дужки.
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Розв’язання. Подамо результати у формi, найбiльш близькiй до вiд-
повiдних тотожностей для звичайних чисел:
(
F̂ − Ĝ

)(
F̂ + Ĝ

)
= F̂

(
F̂ + Ĝ

)
− Ĝ

(
F̂ + Ĝ

)
= F̂ 2 − Ĝ2 + F̂ Ĝ− ĜF̂ =

= F̂ 2 − Ĝ2 +
[
F̂ , Ĝ

]
.

(
F̂ + Ĝ

)2
=
(
F̂ + Ĝ

)(
F̂ + Ĝ

)
= F̂

(
F̂ + Ĝ

)
+ Ĝ

(
F̂ + Ĝ

)
=

= F̂ 2 + Ĝ2 + F̂ Ĝ+ ĜF̂ = F̂ 2 + 2F̂ Ĝ+ Ĝ2 −
[
F̂ , Ĝ

]
.

Вiдмiннiсть вiд звичайної алгебри полягає в додаткових складових — кому-
таторах.

Приклад 2.2. Виразiть оператор (F̂ Ĝ)
−1

через F̂−1 та Ĝ−1.
Розв’язання. Легко показати, що F̂ 1̂ = 1̂F̂ = F̂ . За визначенням обер-

неного оператора: (F̂ Ĝ)(F̂ Ĝ)
−1

= 1̂. Перетворимо лiву частину рiвностi, до-
множивши обидвi частини злiва спочатку на F̂−1, а потiм на Ĝ−1:

F̂−1
(
F̂ Ĝ
)(

F̂ Ĝ
)−1

= F̂−1 ⇒ Ĝ−1Ĝ
(
F̂ Ĝ
)−1

= Ĝ−1F̂−1.

У результатi отримаємо тотожнiсть (F̂ Ĝ)
−1

= Ĝ−1F̂−1. Вона демонструє вiд-
мiннiсть операторiв вiд звичайних чисел. Якщо ж оператори комутують, ми
приходимо до «традицiйного» правила перетворення добутку чисел.

Приклад 2.3. Виразiть комутатор
[
Â, B̂Ĉ

]
через простi комутатори[

Â, B̂
]

i
[
Â, Ĉ

]
.

Розв’язання. Застосовуючи означення комутатора (2.2) i двi допомiж-
нi тотожностi F̂ + 0̂ = F̂ i F̂ − F̂ = 0̂, перетворимо заданий комутатор таким
чином:
[
Â, B̂Ĉ

]
= ÂB̂Ĉ + 0̂− B̂ĈÂ = ÂB̂Ĉ + B̂ÂĈ − B̂ÂĈ − B̂ĈÂ =

= ÂB̂Ĉ − B̂ÂĈ + B̂ÂĈ − B̂ĈÂ =
(
ÂB̂ − B̂Â

)
Ĉ + B̂

(
ÂĈ − ĈÂ

)
.

У результатi отримаємо спiввiдношення
[
Â, B̂Ĉ

]
=
[
Â, B̂

]
Ĉ + B̂

[
Â, Ĉ

]
. От-

римана тотожнiсть надзвичайно зручна у ходi «спрощення» комутаторiв.
Приклад 2.4. Обчислiть комутатор

[
r, p̂2

]
.

Розв’язання. Записавши комутатор у декартовiй системi координат,
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застосуємо властивiсть бiлiнiйностi й результат попереднього прикладу:

[
r, p̂2

]
=

[∑

k

ekxk,
∑

l

p̂lp̂l

]
=
∑

k,l

ek [xk, p̂lp̂l] =

=
∑

k,l

ek {[xk, p̂l] p̂l + p̂l [xk, p̂l]} = 2i~
∑

k,l

ekδklp̂l = 2i~p̂.

Приклад 2.5. Обчислiть комутатори
[
r, Ĥ

]
,
[
p̂, Ĥ

]
, вважаючи вигляд

потенцiальної енергiї U(r) i масу частинки m вiдомими.
Розв’язання. Застосувавши результати попереднiх задач, отримаємо

такi вирази:
[
r, Ĥ

]
=

[
r,

p̂2

2m
+ U(r)

]
=

1

2m

[
r, p̂2

]
+ [r, U(r)] =

i~

m
p̂.

[
p̂, Ĥ

]
= −

[
p̂2

2m
+ U(r), p̂

]
= − 1

2m

[
p̂2, p̂

]
− [U(r), p̂] = −i~ gradU(r).

Данi тотожностi застосовують для виведення деяких фундаментальних спiввiд-
ношень квантової теорiї.

Приклад 2.6. Обчислiть комутатор
[
xk, L̂l

]
.

Розв’язання. Виразимо L̂l за допомогою символу Левi-Чивiти:

[
xk, L̂l

]
=

[
xk,
∑

m,n

εlmnxmp̂n

]
=
∑

m,n

εlmn [xk, xmp̂n] =

=
∑

m,n

εlmn {[xk, xm] p̂n + xm [xk, p̂n]} = i~
∑

m

εlmnxm = i~
∑

m

εklmxm.

На останньому кроцi ми зробили циклiчну перестановку iндексiв, вiд якої
значення символу Левi-Чивiти не змiнюється. Легко побачити, що за рахунок
ε-символу формули бiльш компактнi.

Приклад 2.7. За допомогою правил комутацiї доведiть, що оператор
L̂2 комутує з операторами L̂x, L̂y i L̂z.

Розв’язання. Спочатку розглянемо комутацiю L̂2 з оператором L̂x:[
L̂2, L̂x

]
=
[
L̂2
x, L̂x

]
+
[
L̂2
y, L̂x

]
+
[
L̂2
z, L̂x

]
.

Кожна проекцiя оператора моменту комутує сама iз собою, тодi перший до-

данок рiвностi
[
L̂2
x, L̂x

]
= 0. Останнi два комутатори подамо у виглядi

[
L̂2
y, L̂x

]
= L̂y

[
L̂y, L̂x

]
+
[
L̂y, L̂x

]
L̂y = −i~

(
L̂yL̂z − L̂zL̂y

)
;

[
L̂2
z, L̂x

]
= L̂z

[
L̂z, L̂x

]
+
[
L̂z, L̂x

]
L̂z = −i~

(
L̂zL̂y − L̂yL̂z

)
.
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Остаточно маємо, що
[
L̂2, L̂x

]
= 0. Аналогiчно доводимо для L̂y та L̂z.

Приклад 2.8. Доведiть, що якщо оператори Â та B̂ ермiтовi та кому-
тують, то оператор ÂB̂ теж ермiтовий.

Розв’язання. З умови ермiтовостi (2.3) операторiв Â та B̂ випливає,
що
∫
Ψ∗

1Â
(
B̂Ψ2

)
dζ =

∫
B̂Ψ2

(
Â∗Ψ∗

1

)
dζ =

∫
Â∗Ψ∗

1

(
B̂Ψ2

)
dζ =

∫
Ψ2B̂

∗
(
Â∗Ψ∗

1

)
dζ.

Оскiльки оператори Â i B̂ комутують, то B̂∗Â∗ = Â∗B̂∗ та
∫
Ψ∗

1ÂB̂Ψ2dζ =

∫
Ψ2Â

∗B̂∗Ψ∗
1dζ,

що i є умовою ермiтовостi оператора ÂB̂.
Приклад 2.9. Припустимо, що L̂ — довiльний лiнiйний оператор. До-

ведiть, що
(
L̂+
)+

= L̂.

Розв’язання. Застосовуючи означення ермiтово-спряженого операто-
ра (2.3) та властивостi скалярного добутку для двох довiльних функцiй Φ i
Ψ, отримаємо, що

(
Φ, L̂Ψ

)
=
(
L̂+Φ,Ψ

)
=
(
Ψ, L̂+Φ

)∗
=

((
L̂+
)+

Ψ,Φ

)∗
=

(
Φ,
(
L̂+
)+

Ψ

)
,

звiдки випливає твердження задачi.
Приклад 2.10. Доведiть, що для будь-яких трьох лiнiйних операторiв

Â, B̂, Ĉ справедливе спiввiдношення
(
ÂB̂Ĉ

)+
= Ĉ+B̂+Â+.

Розв’язання. З одного боку, для двох довiльних функцiй Υ i Ω

(
Υ, ÂB̂ĈΩ

)
=

((
ÂB̂Ĉ

)+
Υ,Ω

)
.

З iншого боку,
(
Υ, ÂB̂ĈΩ

)
=
(
Â+Υ, B̂ĈΩ

)
=
(
B̂+Â+Υ, ĈΩ

)
=
(
Ĉ+B̂+Â+Υ,Ω

)
.

Тобто

((
ÂB̂Ĉ

)+
Υ,Ω

)
=
(
Ĉ+B̂+Â+Υ,Ω

)
.
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Приклад 2.11. Доведiть ермiтовiсть оператора p̂x.
Розв’язання. Здiйснемо такi перетворення, маючи на увазi, що в нескiн-

ченностi хвильовi функцiї та їх похiднi перетворюються на нуль:

∞∫

−∞

Ψ∗
1p̂xΨ2dx = −i~

∞∫

−∞

Ψ∗
1

(
dΨ2

dx

)
dx = −i~


Ψ∗

1Ψ2

∣∣∣∣∣

+∞

−∞
−

∞∫

−∞

Ψ2
dΨ∗

1

dx
dx


 =

=

∞∫

−∞

Ψ2

(
i~

d

dx

)
Ψ∗

1dx =

∞∫

−∞

Ψ2p̂xΨ
∗
1dx.

Приклад 2.12. Доведiть самоспряженiсть оператора p̂x.
Розв’язання. Застосувавши явний вид оператора проекцiї iмпульсу,

маємо

p̂+x =

(
−i~

∂

∂x

)+

=

(
∂

∂x

)+

(−i~)+ = −i~
∂

∂x
≡ p̂x.

Приклад 2.13. Нехай комутатором двох операторiв Â i B̂ є число[
Â, B̂

]
= ic, де c — дiйсна стала. Доведiть вираз eλ(Â+B̂) = eλÂeλB̂e−icλ2/2.

Розв’язання. Введемо оператор F̂ (λ) = eλ(Â+B̂) − eλÂeλB̂e−icλ2/2 та
знайдемо похiдну оператора за параметром λ:

∂F̂ (λ)

∂λ
=
(
Â+ B̂

)
eλ(Â+B̂) − ÂeλÂeλB̂e

−icλ2

2 − eλÂB̂eλB̂e
−icλ2

2 + icλeλÂeλB̂e
−icλ2

2 .

Застосовуючи комутативне спiввiдношення
[
Â, B̂

]
= ic, отримаємо

ÂnB̂ = Ân−1B̂Â+ icÂn−1 = . . . = B̂Ân + icnÂn−1,

тобто

eλÂB̂ = B̂eλÂ + ic
∞∑

n=1

λn

(n− 1)!
Ân−1 = B̂eλÂ + icλeλÂ.

Отже, маємо спiввiдношення
∂F̂ (λ)

∂λ
=
(
Â+ B̂

)
F̂ (λ), iз якого випливає, що

F̂ (λ) = eλ(Â+B̂)Ĝ, де Ĝ — оператор, що не залежить вiд параметра λ.
За λ = 0 F̂ = 0, тому Ĝ = 0 та F̂ ≡ 0, що й треба було довести.
Приклад 2.14. Оператор зсуву вздовж осi x визначають за правилом

T̂aΨ(x) = Ψ(x−a), де Ψ(x) — хвильова функцiя. Знайдiть аналогiчний вигляд
цього оператора i доведiть його унiтарнiсть.
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Розв’язання. Розвинемо праву частину заданого рiвняння в ряд Тей-
лора за степенями параметра зсуву a:

Ψ(x−a) =
∞∑

n=0

(−1)n
an

n!

dnΨ(x)

dxn
=

∞∑

n=0

1

n!

[
−a

d

dx

]n
Ψ(x) =

∞∑

n=0

1

n!

[
− i

~
ap̂x

]n
Ψ(x).

Застосовуючи операторну рiвнiсть, отримуємо явний вигляд оператора зсуву

T̂a = exp

(
− i

~
ap̂x

)
= exp

(
−a

d

dx

)
. Останнiй запис дозволяє зробити висно-

вок про унiтарнiсть оператора зсуву.

Завдання для самостiйного виконання

1. Доведiть, що оператор пiднесення до квадрата є лiнiйний, а оператор
комплексного спряження — нелiнiйний.

2. Знайдiть результат дiї операторiв
d2

dx2
x2 та

(
d

dx
x

)2

на функцiю cos x.

3. Знайдiть явний вигляд операторiв

(
x+

d

dx

)2

,

(
x
d

dx

)2

,

(
1

x
+

d

dx

)3

.

4. Розкрийте дужки:

(
x̂

x0
− p̂x

p0

)
·
(

x̂

x0
+

p̂x
p0

)
,

(
x̂

x0
+

p̂x
p0

)2

,

(
x̂

x0
+

p̂x
p0

)3

,

якщо x0 i p0 — сталi розмiрностi координати й iмпульсу вiдповiдно.
5. Доведiть, що для довiльного оператора F̂ , для якого виконується

умова F̂ 2 = 1, справедливе спiввiдношення eiλF̂ = cos λ + iF̂ sin λ.

6. Перевiрте, чи є оператори i
d

dx
, ix

d

dx
, x2 cos x, −i cos x

d

dx
ермiтовими.

7. Знайдiть оператори ермiтово-спряженi операторам i
∂

∂x
, x

∂

∂x
,
∂n

∂xn
.

8. Для трьох операторiв Â, B̂ i Ĉ знайдiть правило комутацiї
[
ÂB̂, Ĉ

]
.

9. Для довiльних операторiв L̂ i M̂ , що задовольняють спiввiдношення
L̂M̂ − M̂L̂ = 1, знайдiть значення виразу L̂M̂ 2 − M̂ 2L̂.

10. Доведiть, що оператори L̂+L̂, L̂L̂+, L̂ + L̂+ й i
(
L̂− L̂+

)
будуть

ермiтовими, якщо L̂ — довiльний оператор.
11. Доведiть, що оператор Ĝ = ÂĈÂ+ ермiтовий, якщо оператор Ĉ

ермiтiв.
12. Доведiть, що якщо Â i B̂ — ермiтовi оператори, то оператори ÂB̂ +

B̂Â й i
(
ÂB̂ − B̂Â

)
також ермiтовi.

13. З‘ясуйте, за яких умов оператор Π̂2 буде ермiтовим, якщо оператор
Π̂ неермiтовий.

16



14. Доведiть самоспряженiсть операторiв фiзичних величин та операто-
ра iнверсiї.

15. Оператори F̂ i Ĝ — ермiтовi. Доведiть самоспряженiсть i
[
F̂ , Ĝ

]
.

16. Покажiть, що добуток унiтарних операторiв є унiтарний оператор.
17. Припускаючи, що λ — мала величина, знайдiть розвинення в ряд

оператора
(
Â− λB̂

)−1

за степенями λ.

18. Доведiть спiввiдношення Бекера — Кемпбелла — Хаусдорфа:

eÂB̂e−Â = B̂ +
[
Â, B̂

]
+

1

2!

[
Â,
[
Â, B̂

]]
+

1

3!

[
Â,
[
Â,
[
Â, B̂

]]]
+ . . .

19. Доведiть тотожнiсть Вейля eF̂+Ĝ = e−[F̂ ,Ĝ]/2eF̂eĜ для операторiв, що

задовольняють умови
[
F̂ ,
[
F̂ , Ĝ

]]
= 0,

[
Ĝ,
[
F̂ , Ĝ

]]
= 0.

20. Знайдiть такi комутатори: [xi, p̂j], [xi, xj], [p̂i, p̂j], [r, (rp̂)],
[
p̂, r2

]
,[

r2, (rp̂)
]
,
[
p̂
2, (rp̂)

]
, [(p̂ r̂) , [p̂ r̂]],

[
xi, Ĥ

]
,
[
p̂i, Ĥ

]
,
[
r2, Ĥ

]
,
[
p̂
2, Ĥ

]
,
[
(rp̂), Ĥ

]
,[

p̂i, L̂j

]
,
[
L̂i, L̂j

]
,
[
L̂i, r̂

2
]
,
[
L̂i, p̂

2
]
,
[
L̂i, (p̂ r̂)

]
,
[
L̂i, (p̂ r̂)2

]
,
[
L̂i, (p̂ r̂)r̂

]
,[

L̂i, (p̂ r̂)p̂
]
,
[
L̂i, (ar̂ + bp̂)

]
,
[
L̂i, x̂kx̂l

]
,
[
L̂i, p̂kp̂l

]
,
[
L̂i, x̂kp̂l

]
.

21. Знайдiть такi комутатори: [B(r), p̂], [A(r), p̂],
[
B(r), L̂

]
,
[
A(r), L̂

]
,[

B(r), L̂
2
]

за умови, що B(r) i A(r) — диференцiйовнi скалярна i векторна

функцiї координат вiдповiдно.

3. Власнi функцiї та власнi значення операторiв

Якщо вiдома хвильова функцiя квантової системи, то середнє значення
D обчислюють за формулою

D =

∫
Ψ∗(ζ)D̂Ψ(ζ)dζ, (3.1)

де D̂ — оператор величини D. Якщо має мiсце ненормована хвильова функцiя
фiнiтного руху, то формулу (3.1) необхiдно узагальнити таким чином:

D =

∫
Ψ∗(ζ)D̂Ψ(ζ)dζ

∫
|Ψ(ζ)|2dζ

. (3.2)

Середнє значення за своїм змiстом повинно бути величиною суто дiйсною.

17



Методика вимiрювання фiзичної величини D мiкрооб’єкта дає ненульо-
вi значення середньоквадратичного вiдхилення (4D)2 ≡ D2 − D

2
навiть у

випадку iдеального приладу з нульовою похибкою. Така невизначенiсть у
значеннi величини D є об’єктивна властивiсть руху в мiкросвiтi. Тому постає
проблема пошуку станiв з певними значеннями D. Визначенiсть величини
D у деякому станi квантової системи означає, що кожного разу пiд час її
вимiрювання буде виходити те саме значення цiєї величини. Дану проблему
легко вирiшити, якщо ототожнити одержанi в експериментi значення вели-
чини D з власними значеннями її оператора D̂, а певнi стани математично
описувати вiдповiдними до цих значень власними функцiями ΨD(ζ) операто-
ра D̂:

D̂ΨD(ζ) = DΨD(ζ). (3.3)

З математичної позицiї рiвняння (3.3) являє собою задачу пошуку власних
функцiй i власних значень оператора D̂. Вона вимагає знаходження нетривiаль-
них (ΨD(ζ) 6= 0) розв’язкiв рiвняння iз заданими граничними умовами.

Якщо множина власних значень оператора D̂ злiченна, то говорять про
дискретний спектр значень. У даному випадку власнi значення виража-
ють як Dn, а власнi функцiї, вiдповiднi власним значенням, — як Ψn(ζ). Якщо
власному значенню Dn вiдповiдає кiлька лiнiйно незалежних власних функ-
цiй Ψ1

n, Ψ
2
n, . . ., Ψ

s
n, то вiдповiдне значення Dn називають s–кратно виродже-

ним. У цьому випадку будь-яка лiнiйна комбiнацiя Φm
n =

s∑

i=1

cimΨ
i
n, де cim —

довiльнi комплекснi числа, також буде власною функцiєю оператора D̂, що
належить до значення Dn. Кiлькiсть лiнiйно незалежних комбiнацiй дорiвнює
кратностi виродження рiвня s.

Якщо власнi значення оператора D̂ є довiльними комплексними чис-
лами (визначаються неперервним рядом на деякому iнтервалi), то спектр
оператора називають неперервним. Власнi значення в цьому випадку ви-
ражають як D, а власнi функцiї, вiдповiднi цим власним значенням, як ΨD.
Власнi функцiї неперервного спектра залежать вiд D як вiд параметра, тобто
ΨD(ζ) ≡ Ψ(D, ζ).

Власнi значення i власнi функцiї лiнiйних ермiтових операторiв мають
ряд специфiчних властивостей:

• їх власнi значення дiйснi ;

• власнi функцiї, що вiдповiдають рiзним власним значенням, взаємно
ортогональнi ;

• власнi функцiї лiнiйно незалежнi ;
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• система власних функцiй повна в класi тих функцiй, на яких цей опе-
ратор заданий, тобто вона утворює базис оператора.

Найважливiшi математичнi властивостi операторiв iз дискретним i непере-
рвним спектрами наведенi нижче (табл. 3.1). Розглянемо деякi характернi
приклади.

Таблиця 3.1. Властивостi власних функцiй i власних значень
лiнiйних ермiтових операторiв

Дискретний спектр Неперервний спектр
Рiвняння

D̂Ψn(ζ) = DnΨn(ζ) D̂ΨD(ζ) = DΨD(ζ)

Ортонормованiсть∫
Ψ∗

n′(ζ)Ψn(ζ)dζ = δn′n,

δn′n − символ Кронекера

∫
Ψ∗

D′(ζ)ΨD(ζ)dζ = δ(D′ −D),

δ(D′ −D)− δ-функцiя Дiрака

Повнота
∑

n

Ψ∗
n(ζ)Ψn(ζ

′) = δ(ζ′ − ζ)

∫
Ψ∗

D(ζ)ΨD(ζ
′)dD = δ(ζ′ − ζ)

Базис

Φ(ζ) =
∑

n

fnΨn(ζ),

fn =

∫
Ψ∗

n(ζ)Φ(ζ)dζ,
∑

n

|fn|2 = 1

Φ(ζ) =

∫
f(D)ΨD(ζ)dD,

f(D) =

∫
Ψ∗

D(ζ)Φ(ζ)dζ,∫
|f(D)|2 dD = 1

Приклад 3.1. Доведiть таке твердження: якщо оператори Â та B̂ мають
спiльнi власнi функцiї, то такi оператори комутують.

Розв’язання. Якщо Ψ — спiльна власна функцiя операторiв Â та B̂,
то, застосовуючи означення (3.3), маємо двi рiвностi:

ÂB̂Ψ = ÂBΨ = BÂΨ = BAΨ; B̂ÂΨ = B̂AΨ = AB̂Ψ = ABΨ.

Звiдси ÂB̂Ψ = B̂ÂΨ та
[
Â, B̂

]
= 0.

Приклад 3.2. Доведiть, що, якщо оператор Â ермiтовий, то його власнi
значення дiйснi.

Розв’язання. Нехай Ψ — довiльна власна функцiя оператора Â, що
вiдповiдає його власному значенню A. Тодi у випадку самоспряженостi цього
оператора отримаємо таке спiввiдношення:∫

Ψ∗ÂΨdζ =

∫
ΨÂ∗Ψ∗dζ ⇒ A

∫
Ψ∗Ψdζ = A∗

∫
ΨΨ∗dζ,
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звiдки A = A∗. Але останнє твердження можливе лише за дiйсного A.
Приклад 3.3. Нехай функцiя F (z) комплексної змiнної z є аналiтична

в колi з центром у точцi z = 0 i нехай власнi значення fn ермiтового оператора
f̂ знаходятся в цьому колi. Доведiть, що пiд оператором F (f̂) можна розу-

мiти оператор F
(
f̂
)
=

∞∑

n=0

cnf̂
n, де cn — коефiцiєнти ряду Тейлора функцiї

F (z). Пiд оператором F
(
f̂
)

розумiють лiнiйний оператор з тими ж влас-

ними функцiями ψn, що й у оператора f̂ , i вiдповiдними до них власними
значеннями F (fn).

Розв’язання. Нехай ψ — довiльна функцiя. Розвинемо її в ряд за влас-
ними функцiями оператора f̂ : ψ =

∑
m amψm. Тодi

F
(
f̂
)

ψ =
∑

m

amF
(
f̂
)

ψm =
∑

m

amF (fm)ψm =
∑

m

∑

n

amcn (fm)
n

ψm =

=
∑

n

cnf̂
n
∑

m

amψm =
∑

n

cnf̂
nψ,

що й доводить твердження задачi.
Приклад 3.4. Знайдiть власнi функцiї i власнi значення оператора

координати x̂: x̂Ψx0
(x) = x0Ψx0

(x).
Розв’язання. Число x0 буде власним значенням оператора. Очевидно,

що за x 6= x0 функцiя Ψ(x) повинна дорiвнювати нулю, а за x = x0 Ψ(x) не
визначена. Проiнтегруємо рiвняння для власних значень:

∫
xΨ(x)dx = x0

∫
Ψ(x)dx.

Власну функцiю можемо подати у виглядi Ψx0
(x) = Cδ(x − x0). Оскiльки

спектр оператора координати неперервний, то C — сталу нормування — знай-
демо з умови нормування власних функцiй неперервного спектра:

∫
Ψ∗

x′
0

(x)Ψx0
(x)dx = δ(x′0 − x0).

З останнього рiвняння маємо

|C|2
∫

δ(x− x′0)δ(x− x0)dx = |C|2δ(x′0 − x0) = δ(x′0 − x0) ⇒ C = 1.

Вiдповiдну значенню x0 власну функцiю виразимо таким чином через
δ-функцiю Дiрака: Ψx0

(x) = δ(x− x0).
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Приклад 3.5. Знайдiть спостережуванi значення оператора проекцiї
моменту Lz та вiдповiднi їм власнi хвильовi функцiї.

Розв’язання. У рiвняннi для власних значень (3.3) L̂zΩ = LzΩ невiдо-
мими є як Lz, так i Ω. Перепишемо це рiвняння у сферичнiй системi коорди-
нат, де вигляд L̂z найпростiший:

−i~
∂Ω(ϕ)

∂ϕ
= LzΩ(ϕ); 0 6 ϕ < 2π.

Це лiнiйне однорiдне диференцiальне рiвняння першого порядку. Тому його
розв’язок шукатимемо у виглядi Ω(ϕ) = Aeiλϕ, де A — довiльна ненульова
стала нормування; λ — стала, що пiдлягає визначенню. Вибiр такого розв’язку
забезпечує скiнченнiсть i безперервнiсть хвильової функцiї.

Пiсля цього диференцiальне рiвняння перетворюється на алгебричне:
~λ = Lz. Умова однозначностi хвильової функцiї потребує такої умови: функ-
цiя полярного кута повинна бути перiодичною з перiодом 2π. Це накладає
на значення λ певнi обмеження — λ може набувати тiльки цiлих значень:
λm = m = 0,±1, . . .

Таким чином, спостережуванi значення Lz,m = ~m, m ∈ Z, а вiдповiднi

їм нормованi власнi функцiї мають такий вигляд: Ω(ϕ) =
1√
2π

eimϕ. Iз цього

випливає, що спектр оператора L̂z дискретний та невироджений.
Приклад 3.6. Ермiтовий оператор f̂(λ) має дискретний спектр власних

значень i залежить вiд параметра λ. Доведiть спiввiдношення

∂fn (λ)

∂λ
=

(
Ψn,

∂f̂(λ)

∂λ
Ψn

)
,

де fn (λ) — власне значення; Ψn (λ) — вiдповiдна йому нормована власна
функцiя оператора f̂(λ).

Розв’язання. Диференцiюючи спiввiдношення fn(λ) =
(
Ψn, f̂(λ)Ψn

)

за λ, зведемо його до такого вигляду:

∂fn (λ)

∂λ
=

(
Ψn,

∂f̂ (λ)

∂λ
Ψn

)
+ fn (λ)

∂

∂λ
(Ψn,Ψn),

звiдки випливає твердження задачi, оскiльки добуток (Ψn,Ψn) = 1.

Приклад 3.7. Знайдiть явний вигляд оператора exp

(
µ
d

dx

)
, де

µ — дiйсний параметр, його власнi значення та вiдповiднi їм власнi функцiї.
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Розв’язання. Застосуємо результат попередньої задачi 3.6. Запишемо
результат дiї оператора на довiльну функцiю Ψ(x):

exp

(
µ
d

dx

)
Ψ(x) =

∞∑

k=0

µn

n!

dnΨ(x)

dxn
= Ψ(x+ µ),

тобто exp

(
µ
d

dx

)
= T̂µ — оператор зсуву вздовж осi x на величину µ.

Для знаходження власних функцiй Ψλ(x) i власних значень λ оператора
зсуву потрiбно розв’язати рiвняння

exp

(
µ
d

dx

)
Ψλ(x) = λΨλ(x),

для чого корисно застосувати фур’є-перетворення цього рiвняння. Власнi зна-
чення цього оператора мають вигляд λ = eiqµ, де q належить довiльному iн-
тервалу шириною 2π/µ. Власну функцiю, вiдповiдну власному значенню λ,
описують формулою Ψλ (x) = eiqµU(x), де U(x) — довiльна перiодична функ-
цiя iз перiодом µ.

Приклад 3.8. Плоский ротатор приведений у стан iз хвильовою функ-
цiєю Φ (ϕ) = A (1 + cos ϕ + cos 2ϕ). Знайдiть спостережуванi значення Lz,
ймовiрностi їх виявлення, Lz, 4L2

z.
Розв’язання. Специфiчна залежнiсть Φ(ϕ) дозволяє розв’язати зада-

чу алгебричними методами на основi формули Ейлера. Застосуємо розв’язок
задачi 3.5 i розвинемо функцiю Φ(ϕ) за базисом оператора L̂z:

Φ (ϕ) = A

[
1 +

eiϕ + e−iϕ

2
+

e2iϕ + e−2iϕ

2

]
=

= A
√
2π

[
Ψ0 (ϕ)+

Ψ1(ϕ)

2
+
Ψ−1(ϕ)

2
+
Ψ2(ϕ)

2
+
Ψ−2(ϕ)

2

]
.

Останнiй вираз зведемо до вигляду Φ(ϕ) =
∑

n

cnΦn(ϕ) з ненульовими коефi-

цiєнтами c0 = A
√
2π i c±1 = c±2 = A

√
π

2
. Сталу нормування зручно знайти з

умови
∑

m |cm|2 = 1, звiдки A =
1√
4π

; c0 =
1√
2
, c±1 = c±2 =

1

2
√
2
.

Таким чином, у ходi вимiрювання будуть мати мiсце такi значення Lz:

Lz,0 з iмовiрнiстю
1

2
i Lz,±1 = ±~, Lz,±2 = ±2~ з однаковими ймовiрностями

W±1 = W±2 =
1

8
. Середнє значення обчислимо як Lz =

∑

m

Lz,mWm = 0.
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Для обчислення середньоквадратичного вiдхилення застосуємо вираз

4L2
z = L2

z − Lz
2
= L2

z =
∑

m

L2
z,mWm =

5~2

4
.

Завдання для самостiйного виконання

1. Доведiть, що необхiдною i достатньою умовою дiйсностi середнього
значення величини F є самоспряженiсть її оператора F̂ .

2. Доведiть, що власнi функцiї унiтарного оператора ортогональнi, а
власнi значення за модулем дорiвнюють 1.

3. Доведiть, що середнє значення квадрата фiзичної величини невiд’ємне.
4. Доведiть, що функцiя Ψ є власна функцiя оператора F̂ , i знайдiть

вiдповiдне власне значення:

а) Ψ(ξ) =
sin ξ

ξ
, F̂ (ξ) =

d2

dξ2
+

2

ξ

d

dξ
;

б) Ψ(ρ) = e−ρ/3ρ3, F̂ (ρ) =
d2

dρ2
+

2

ρ
− 6

ρ2
;

в) Ψ(θ, ϕ) = sin θe±iϕ, F̂ (θ, ϕ) =
1

sin θ

∂

∂θ

(
sin θ

∂

∂θ

)
+

1

sin2 θ

∂2

∂ϕ2
.

5. Знайдiть власнi функцiї й власнi значення операторiв за таких умов:

а) −i
d

dx
, якщо Ψ(x) = Ψ(x+ a), a — стала;

б) − d2

dx2
, якщо Ψ(x) = 0 за x = 0 та x = l;

в) sin
d

dϕ
, якщо Ψ(ϕ) = Ψ(ϕ + 2π).

6. Нехай власнi функцiї i власнi значення двох операторiв задоволь-
няють умови Âf1(x) = af1(x) i B̂f2(y) = bf2(y). Визначте, чи буде власна
функцiя оператора Ψ(x, y) мати вигляд Ψ(x, y) = f1(x)f2(y), якщо Ĉ = ÂB̂,

а ĈΨ(x, y) = cΨ(x, y), причому Â =
d

dx
i B̂ =

d

dy
.

7. Знайдiть спостережуванi значення проекцiї iмпульсу та вiдповiднi їм
хвильовi функцiї.

8. Знайдiть можливi власнi значення оператора L̂z та їх ймовiрностi, а
також Lz i 4L2

z для частинки, що знаходиться в таких станах:

Ψ1(ϕ) = A sin ϕ, Ψ2(ϕ) = B sin2 ϕ, Ψ3(ϕ) = C(2− cos 4ϕ).

9. Для хвильового пакета Ψ(x) =
1√
x0
√

π
exp

[
− x2

2x20

]
обчислiть вели-

чини x, px, (4x)2 та (4px)2.
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10. Знайдiть зв’язок мiж середнiми значеннями координати й iмпуль-
су двох частинок, хвильовi функцiї яких пов’язанi таким спiввiдношенням:
Ψ2(x) = Ψ1(x) exp (ip0x/~), p0 — додатна стала.

11. Обчислiть середнє значення квадрата моменту iмпульсу для частин-
ки, що знаходиться в станi Ψ(θ, ϕ) = A sin θ cos ϕ.

12. Знайдiть явний вигляд операторiв iнверсiї ÎΨ(x) = Ψ(−x), змiни
масштабу M̂cΨ(x) =

√
cΨ(cx) i комплексного спряження K̂Ψ(x) = Ψ∗(x), а

також їх власнi функцiї та власнi значення.

4. Спiввiдношення невизначеностей Гейзенберга

Фiзичнi величини A i B називають одночасно вимiрними, якщо iсну-
ють такi стани, у кожному з яких буде вимiрна як величина A, так i B. Ма-
тематично це виражається в наявностi в операторiв Â i B̂ спiльних власних
функцiй. Необхiдною й достатньою умовою iснування в лiнiйних операторiв

спiльних власних функцiй є комутацiя цих операторiв. У ходi спiльного ви-
мiрювання таких величин у довiльному станi завжди має мiсце розкид спо-
стережуваних значень. Величина цього розкиду, що має середньоквадратичне
вiдхилення, задовольняє спiввiдношення невизначеностей Гейзенбер-

га :

(4A)2 · (4B)2 >
1

4
(C)

2
. (4.1)

Тут Ĉ – самоспряжений оператор, який можна знайти з умови [Â, B̂] = iĈ.
Усi усереднення в спiввiдношеннi (4.1) здiйсненi в одному й тому ж станi.

Часто за характеристику розкиду отриманих у результатi обчислень
значень фiзичної величини D вiдносно середнього беруть середньоквадра-

тичне вiдхилення 4D =

√
4D2. У цих позначеннях нерiвнiсть (4.1) пе-

ретворюється на

4A · 4B >
|C|
2
. (4.2)

Розглянемо деякi характернi приклади.
Приклад 4.1. Доведiть, що якщо два оператори Â i B̂ задовольняють

переставне спiввiдношення ÂB̂− B̂Â = iĈ, причому Â i B̂ — ермiтовi, то має

мiсце таке спiввiдношення:

√
(4A)2 · (4B)2 >

∣∣C
∣∣

2
.

Розв’язання. Розглянемо спочатку випадок дискретного набору хви-
льових функцiй Ψi. Середнi значення операторiв Â i B̂ у станi, який харак-
теризується функцiєю Ψ =

∑
aiΨi: A =

∑

i,k

a∗iAikak i B =
∑

i,k

a∗iBikak.
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Складемо невiд’ємну величину:

J (λ) =
∑

i

{∑

k

(Aik + iλBik)ak

}∗{∑

l

(Ail + iλBil) al

}
> 0,

де λ — дiйсний параметр.
Групуючи члени з однаковими степенями λ i користуючись ермiтовiстю

операторiв Â i B̂ (Aik = A∗
ki, Bik = B∗

ki), знаходимо

J (λ) =
∑

i,k,l

{
a∗kAkiAilal + iλa∗k (AkiBil −BkiAil) al + λ2a∗kBkiBilal

}
=

= A2 + λC + λ2B2.

Оскiльки Ĉ =
1

i

(
ÂB̂ − B̂Â

)
— ермiтовий оператор, то квадратична форма

J (λ) є невiд’ємною i, таким чином, 4A2B2 > C
2
. Зауваживши, що оператори

4Â = Â−A i 4B̂ = B̂−B задовольняють спiввiдношення комутацiї 4Â4B̂−

4B̂4Â = iĈ, отримуємо

√
(4A)2 · (4B)2 >

∣∣C
∣∣

2
.

Доведення цього спiввiдношення для неперервного набору можна про-

вести аналогiчно. Вираз J (λ) =

∫ {(
Â+ iλB̂

)
Ψ
}∗ {(

Â+ iλB̂
)
Ψ
}
dζ, де λ

— дiйсне число, є невiд’ємним i може бути перетворений таким чином:

J (λ) =

∫ {(
ÂΨ
)∗

− iλ
(
B̂Ψ
)∗}{

ÂΨ+ iλB̂Ψ
}
dζ =

=

∫ {
Ψ∗Â2Ψ+ iλΨ∗

(
ÂB̂ − B̂Â

)
Ψ+ λ2Ψ∗B̂2Ψ

}
dζ.

Дiйсно, на пiдставi ермiтовостi оператора Â

∫ (
ÂΨ∗

)
Φdζ =

∫
Ψ∗ÂΦdζ. Далi

доведення таке саме, як i попереднього спiввiдношення.
Приклад 4.2. Запишiть спiввiдношення невизначеностей для коорди-

нати x i проекцiї момента iмпульсу Lz.
Розв’язання. Спочатку обчислимо комутатор двох ермiтових опера-

торiв x̂ i L̂z:
[
x̂, L̂z

]
= −i~ŷ. Таким чином, оператор Ĉ у нерiвностi (4.2)

має вигляд Ĉ = −~ŷ. Модуль середнього значення |C| = ~y. Тому шукане

спiввiдношення невизначеностей (4.2) має такий вигляд: 4x4Lz >
~

2
y.

Приклад 4.3. Координату x частинки, що вiльно рухається, можна
визначити, якщо поставити перпендикулярно шляху її руху вузьку щiлину.
Доведiть, що вимiрювання координати частинки за допомогою щiлини тов-
щиною b вносить у вiдповiдну проекцiю iмпульсу невизначенiсть |4px| > ~/b.
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Розв’язання. Спрямуємо вiсь OX уздовж щiлини. Тодi внаслiдок ди-
фракцiї хвиль де Бройля пiд час проходження крiзь щiлину частинка набу-
ватиме складової iмпульсу вздовж вказаної осi px = p sin ϕ.

За мiру невизначеностi iмпульсу електрона вiзьмемо розкид даної про-
екцiї в межах центрального дифракцiйного максимуму, тобто |4px| = 2p| sin ϕ|,
де sin ϕ = ±λ

b
, λ =

h

p
. Застосовуючи наведенi спiввiдношення, одержуємо

|4px| =
4π~

b
або |4px| >

~

b
.

Приклад 4.4. Застосовуючи спiввiдношення невизначеностей, оцiнiть
швидкiсть протона в атомному ядрi та доведiть, що в ньому не може бути
електронiв. Вiзьмiть розмiр ядра rя = 5 · 10−15м.

Розв’язання. Взявши спiввiдношення невизначеностей, отримуємо, що
швидкiсть протона повинна мати значення Vp ∼ 107м/с.

Будемо розглядати розмiр ядра як невизначенiсть координати електро-
на. Для оцiнки його швидкостi виходячи з нерелятивiстського спiввiдношеня

Ve ∼
~

merя
одержуємо Ve ∼ 1011м/с, що перевищує швидкiсть свiтла у ваку-

умi й свiдчить про те, що, електрони, наявнiсть яких у ядрi передбачається,
повиннi бути релятивiстськими.

Iз спiввiдношення невизначеностей випливає, що rя >
~

4p
. Оскiльки

середнє значення iмпульсу частинки p задовольняє нерiвнiсть p > 4p, маємо

rя >
~

p
. Остання нерiвнiсть повинна виконуватись за будь-якого iмпульсу ре-

лятивiстського електрона з тих, що вiн може мати в ядрi; зокрема, за комп-

тонiвського iмпульсу p =
h

λc
. Тобто має виконуватись нерiвнiсть rя >

λc

2π
.

Пiдставляючи значення rя i λc = 0, 0242Å (для електрона), бачимо, що ця
нерiвнiсть не виконується, тому електрони локалiзованими в об’ємi ядра бу-
ти не можуть.

Завдання для самостiйного виконання

1. Перевiрте спiввiдношення невизначеностей для частинки, яку описує
функцiя Ψ(x) = Aeikx−αx2

.
2. Електрон, кiнетична енергiя якого T = 4 еВ, локалiзований в областi

розмiром l = 1 мкм. Оцiнiть за допомогою спiввiдношення невизначеностей
вiдносну невизначенiсть його швидкостi.

3. Енергiя основного стану мiкрочастинки масою 2 · 10−25 кг в одно-
вимiрнiй нескiнченно глибокiй потенцiальнiй ямi E = 5 · 10−2 еВ. Оцiнiть
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невизначенiсть iмпульсу 4px мiкрочастинки
4. Частинки, маса яких m = 10−11 г, перебувають у повiтрi в станi теп-

лової рiвноваги. Вважається, що частинки мають сферичну форму, а повiтря
характеризується нормальними умовами. Густина речовини, з якої склада-
ються частинки, ρ = 1, 5 · 103 кг/м3. З‘ясуйте, чи можна встановити вiдхи-
лення вiд законiв класичної механiки, спостерiгаючи за рухом частинок.

5. Слiд вiд пучка електронiв на екранi електронно-променевої трубки
має дiаметр d = 0, 5 мм, вiдстань вiд електронної гармати до екрана 20 см,
прискорювальна напруга U = 10 еВ. Оцiнiть невизначенiсть координати 4x

електрона на екранi.
6. Визначте, у скiльки разiв довжина хвилi де Бройля частинки λ менша

за невизначенiсть її координати 4x, що вiдповiдає вiдноснiй невизначеностi
iмпульсу 4p/p в 1%.

7. Нерелятивiстська частинка, що вiльно рухається, має вiдносну невизна-

ченiсть кiнетичної енергiї
4T

T
= 1, 6 · 10−4. Оцiнiть, у скiльки разiв невизна-

ченiсть координати 4x такої частинки бiльша її довжини хвилi де Бройля.
8. Оцiнiть мiнiмально можливу енергiю електрона в атомi водню, вважа-

ючи, що один оберт електрона навколо ядра вiдбувається за промiжок часу
τ = 1, 5 · 10−16 c. Вiдповiдь наведiть в електрон-вольтах.

9. Частинка масою m = 9·10−31 кг перебуває в одновимiрнiй потенцiаль-
нiй ямi шириною 100 пм iз нескiнченно високими стiнками. Оцiнiть мiнiмаль-
но можливу силу тиску частинки на стiнки ями.

10. Потiк електронiв iз довжиною хвилi де Бройля 0,6 мкм падає нор-
мально на прямокутну щiлину шириною 0,1 мм. Оцiнiть за допомогою спiввiд-
ношення невизначеностей кутову ширину пучка 4ϕ поза щiлиною (у кутових
градусах).

5. Рiвняння Шредiнгера. Стацiонарнi стани

Хвильову функцiю реальної фiзичної системи в загальному випадку
знаходять з розв’язку часового рiвняння Шредiнгера :

i~
∂Ψ(ζ, t)

∂t
= ĤΨ(ζ, t), (5.1)

де Ĥ — гамiльтонiан системи. Подiбно до рiвнянь Ньютона i Максвелла рiв-
няння Шредiнгера не виводять, а постулюють. Критерiєм правильностi да-
ного рiвняння є збiг фактiв, що випливають iз нього, з експериментальними
даними.
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Для однiєї частинки, що рухається в полi iз заданою функцiєю потен-

цiальної енергiї U(r, t), гамiльтонiан Ĥ =
p̂
2

2m
+ U(r, t) i рiвняння (5.1) набу-

вають такого вигляду:

i~
∂Ψ(r, t)

∂t
=

(
− ~

2

2m
∇2 + U(r, t)

)
Ψ(r, t). (5.2)

На пiдставi самоспряженостi гамiльтонiна можна довести, що густина
ймовiрностi (1.2) у тривимiрному випадку задовольняє рiвняння безперервно-

стi, що виражає закон збереження кiлькостi речовини в нерелятивiстськiй
фiзицi:

∂

∂t
w(r, t) + div j(r, t) = 0,

де величина j(r, t) має значення густини потоку ймовiрностi та пов’язана з
хвильовою функцiєю Ψ(r, t) спiввiдношенням

j(r, t) = − i~

2m
(Ψ∗(r, t)∇Ψ(r, t)−Ψ(r, t)∇Ψ∗(r, t)) (5.3)

(m — маса частинки). Умова безперервностi хвильової функцiї необхiдна для

забезпечення скiнченностi густини потоку ймовiрностi.
У квантовiй механiцi особлива роль вiдведена системам, гамiльтонiан

яких не залежить вiд часу явно: Ĥ(ζ, t) = Ĥ(ζ). У цьому випадку в кван-
товiй системi можуть бути реалiзованi стацiонарнi стани з хвильовими
функцiями вигляду

ΨE(ζ, t) = ΨE(ζ) exp

[
− i

~
Et

]
. (5.4)

Тут E i ΨE(ζ) — вiдповiдно власне значення i власна функцiя гамiльтонiана
Ĥ(ζ), який у цьому випадку можна назвати оператором енергiї :

Ĥ(ζ)ΨE(ζ) = EΨE(ζ). (5.5)

Рiвняння (5.5) має назву стацiонарного рiвняння Шредiнгера. На пiд-
ставi цього рiвняння стацiонарнi стани визначають як стани з певними

значеннями енергiї. Вони мають такi основнi властивостi:
1) їх хвильовi функцiї залежать вiд часу за гармонiчним законом (5.4);
2) середнi значення густини ймовiрностi й густини потоку ймовiрностi

в стацiонарних станах не залежать вiд часу;
3) якщо оператор фiзичної величини не залежить вiд часу явно, то його

середнє значення в стацiонарному станi теж не буде залежати вiд часу.
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Енергетичний спектр стацiонарної системи залежить вiд характеру руху: за
фiнiтного руху вiн дискретний, у випадку iнфiнiтного — неперервний.

Якщо вiдомi розв’язки ΨE(ζ) стацiонарного рiвняння Шредiнгера, то
розв’язок нестацiонарного рiвняння (5.1) можна записати у виглядi

Ψ(ζ, t) =
∑

n

An exp

(
− i

~
Ent

)
Ψn(ζ) (5.6)

у випадку дискретного спектра або у виглядi

Ψ(ζ, t) =

∫
AE exp

(
− i

~
Et

)
ΨE(ζ)dE (5.7)

у випадку неперервного спектра. Коефiцiєнти в An i AE однозначно визнача-
ють заданням хвильової функцiї в початковий момент часу:

An,E =

∫
Ψ∗

n,E(ζ)Ψ(ζ, t = 0)dζ. (5.8)

У тривимiрному випадку рiвняння (5.5) набуває такого вигляду:

− ~
2

2m
∇2ΨE(r) + U(r)ΨE(r) = EΨE(r), (5.9)

аналогiчного рiвнянню для стiйних хвиль у середовищi зi змiнним показником
заломлення. Таким чином, стацiонарнi стани можна порiвнювати зi стiйкими
хвилями в пружному середовищi. Розглянемо деякi характернi приклади.

Приклад 5.1. Доведiть, що для середнiх значень координати x ча-
стинки масою m, ї ї iмпульсу px i сили Fx, що дiє на неї, справедливi такi
спiввiдношення:

d

dt
(x) =

px
m
,

d2

dt2
(x) =

Fx

m
.

Розв’язання. Продиференцiюємо вираз для середнього значення
координати за часом:

d

dt
(x) =

∫
∂Ψ∗

∂t
xΨdx+

∫
Ψ∗x

∂Ψ

∂t
dx.

З рiвняння Шредiнгера (5.2) знайдемо вирази для частинних похiдних
хвильової функцiї та її комплексного спряження:

∂Ψ

∂t
= − i

2m~
p̂x

2Ψ− i

~
U(x, t)Ψ,

∂Ψ∗

∂t
=

i

2m~
p̂x

2Ψ∗ +
i

~
U(x, t)Ψ∗.
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Пiдставляючи цi спiввiдношення у вираз для похiдної та враховуючи ермiто-
вiсть оператора p̂x

2, отримуємо

d

dt
(x) = − i

2m~

∫
Ψ∗xp̂x

2Ψdx+
i

2m~

∫
Ψ∗p̂x

2 (xΨ) dx =

=
i~2

2m~

∫
Ψ∗x

d2Ψ

dx2
dx− i~2

2m~

∫
Ψ∗d

2 (xΨ)

dx2
dx = −i~

m

∫
Ψ∗dΨ

dx
dx ≡ px

m
. (5.10)

Продиференцiюємо останнiй вираз за часом:

m
d2

dt2
(x) =

∫
∂Ψ∗

∂t
p̂xΨdx+

∫
Ψ∗p̂x

∂Ψ

∂t
dx.

Знову застосувавши вирази для частинних похiдних та ермiтовiсть оператора
p̂x

2, маємо

i~m
d2

dt2
(x) =

∫ (
− p̂x

2

2m
− U

)
Ψ∗p̂xΨdx+

∫
Ψ∗p̂x

(
p̂x

2

2m
+ U

)
Ψdx =

=

∫
Ψ∗ (p̂xU)Ψdx = i~

∫
Ψ∗
(
−dU

dx

)
Ψdx ≡ i~Fx. (5.11)

Рiвностi (5.10) i (5.11) називають теоремами Еренфеста , якi вста-
новлюють, що середнi значення величин (координат, iмпульсiв, енергiй), якi
характеризують рух частинок у квантовiй механiцi, а також середнє значен-
ня сили, що дiє на частинку, пов‘язанi мiж собою рiвняннями, аналогiчними
вiдповiдним рiвнянням класичної механiки.

Приклад 5.2. Хвильова функцiя мiкрочастинки з масою m має вигляд
Ψ = A sin(αx) sin(βy)e−γz. Кiнетична енергiя частинки T = 5 еВ. Знайдiть
сталу α. Припустiть, що ~ = 10−34Дж·с; m = 2, 5 · 10−29 кг, β = 6 · 1010 м−1,
γ = 2 · 1010 м−1.

Розв’язання. Визначимо другi частиннi похiднi вiд хвильової функцiї:

∂2Ψ

∂x2
= −Aα2 sin (αx) sin (βy) e−γz = −α2Ψ;

∂2Ψ

∂y2
= −Aβ2 sin (αx) sin (βy) e−γz = −β2Ψ;

∂2Ψ

∂z2
= A (−γ)2 sin (αx) sin (βy) e−γz = γ2Ψ.

Знайдемо лапласiан хвильової функцiї: 4Ψ = Ψ
(
−α2 − β2 + γ2

)
. Iз рiвняння

(5.9) знайдемо α, враховуючи, що T = E − U(r):

Ψ
(
−α2 − β2 + γ2

)
+

2m

~2
TΨ = 0 ⇒ α =

√
2mT

~2
− β2 + γ2 = 2, 83 · 1010м−1.
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Приклад 5.3. Знайдiть енергiю стацiонарних станiв плоского ротатора
з моментом iнерцiї I .

Розв’язання. Гамiльтонiан обертального руху ротатора одержимо за
аналогiєю з гамiльтонiаном поступального руху матерiальної точки. Для цьо-

го в класичнiй функцiї Гамiльтона для плоского ротатора H =
L2
z

2I
замiни-

мо Lz → L̂z. Тепер можна записати стацiонарне рiвняння Шредiнгера для
ротатора i звести його до такого вигляду: L̂2

zΨ(ϕ) = 2IEΨ(ϕ). На пiдставi
прикладу 3.5 одержуємо розв’язок:

Em =
~
2m2

2I
, Ψm(ϕ) =

1√
2π

eimϕ, m ∈ Z.

Усi стацiонарнi стани, за винятком основного (m = 0), дворазово виродженi.
Це пов’язано з двома можливими напрямками обертання ротатора навколо
будь-якої закрiпленої осi.

Приклад 5.4. Перевiрте, чи може стан з хвильовою функцiєю

Ψ(ξ, t) =
D

2

(
1− cos 2ϕ · exp

(
2i~t

α

))
бути стацiонарним. Стала α — дiйсна.

Розв’язання. Запишемо вираз для густини ймовiрностi в цьому станi:

w(ξ, t) = Ψ∗(ξ, t)Ψ(ξ, t) =
D2

4

(
1− cos 2ϕ · e−2i~t/α

)(
1− cos 2ϕ · e2i~t/α

)
=

=
D2

4

(
1 + cos2 2ϕ − 2 cos 2ϕ cos

2~t

α

)
.

Оскiльки густина ймовiрностi залежить вiд часу, то стан Ψ(ξ, t) не може бути
стацiонарним.

Приклад 5.5. Знайдiть загальний розв’язок одновимiрного нестацiо-
нарного рiвняння Шредiнгера.

Розв’язання. Розв’язок рiвняння (5.1) у разi замiни ζ → x

i~
∂Ψ(x, t)

∂t
= − ~

2

2m

∂2

∂x2
Ψ(x, t)

будемо шукати у виглядi Ψ(x, t) = T (t) ·X(x). Тодi наше рiвняння перетво-
риться на

i~

T

∂T

∂t
= − ~

2

2mX

∂2X

∂x2
= a.

Щоб функцiя X(x) була скiнченною на нескiнченностi, необхiдно, щоб a було

додатним. Позначивши
2ma

~2
= k2, одержимо два рiвняння:

∂2X

∂x2
+ k2X = 0 i i~

∂T

∂t
+

k2~2

2m
T = 0,
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розв’язки яких: X(x) = exp(ikx) i T (t) = exp

(
−ik2~t

2m

)
.

Загальний розв’язок має вигляд Ψ(x, t) =

∞∫

−∞

C(k) exp

(
ikx− i

k2~

2m
t

)
dk.

Приклад 5.6. Стацiонарнi стани частинки в одновимiрнiй нескiнчен-
но глибокiй потенцiальнiй ямi шириною a описанi хвильовими функцiями

Ψl(x) =





√
2

a
sin

πlx

a
, x ∈ (0; a);

0, x 6 0, x > a,

вiдповiдними власними значеннями енер-

гiї El =
π2
~
2l2

2ma2
, де l = 1, 2, . . . i m — маса частинки. Нехай у початковий

момент часу хвильова функцiя частинки Ψ(x, t = 0) =
4√
5a

sin3
πx

a
. Знайдiть

хвильову функцiю в довiльний момент часу.
Розв’язання. Оскiльки енергетичний спектр дискретний, то в довiль-

ний момент часу хвильову функцiю визначають за рiвнiстю (5.6). Коефiцiєн-
ти Al в даному випадку простiше визначити не прямим iнтегруванням (5.8),
а за допомогою тригонометричних формул. Тодi

Ψ(x, t = 0) =
4√
5a

sin3
πx

a
=

3√
5a

sin
πx

a
− 1√

5a
sin

3πx

a
.

Iз виразу (5.6) Ψ(x, t = 0) =
∑

l

Al

√
2

a
sin

πlx

a
. Порiвнявши останнi двi рiв-

ностi, отримаємо тiльки два ненульовi значення: A1 =
3√
10

i A3 =
1√
10

.

Вiдповiднi їм значення енергiї — E1 =
π2
~
2

2ma2
i E3 =

9π2
~
2

2ma2
.

Остаточна вiдповiдь:

Ψ(x, t) =
3√
5a

exp

(
− i~π2

2ma2
t

)
sin

πx

a
− 1√

5a
exp

(
−9i~π2

2ma2
t

)
sin

3πx

a
.

Приклад 5.7. Стан вiльної частинки масою m у початковий момент ча-

су визначений хвильовим пакетом Ψ(x, 0) = B exp

(
− x2

2x20
+ ik0x

)
, де x0 > 0

— стала розмiрностi довжини, що визначає ширину пакета; k0 — стала роз-
мiрностi хвильового числа. Доведiть, що з часом пакет «розпливається».

Розв’язання. У момент t = 0 густина ймовiрностi (1.2) буде гаусовою
iз шириною x0, максимум якої буде рухатися з груповою швидкiстю (~k0/m).
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Енергетичний спектр вiльної частинки неперервний. У ролi «базисних» функ-

цiй зручно застосувати власнi функцiї: Ψpx(x) =
1√
2π~

exp

[
i

~
pxx

]
.

Вiдповiдно до рiвняння (5.7) маємо

Ψ(x, t > 0) =
1√
2π

∞∫

−∞

A(px) exp

[
i

~
pxx− i~t

2m
p2x

]
dp,

тобто пакет являє собою суперпозицiю плоских хвиль де Бройля. Коефiцiєнти
A(px) знайдемо з означення (5.8). За допомогою iнтеграла Пуассона можемо

подати у такому виглядi: A(px) =

√
~

x0
√

π
exp

[
−x20

2

(px
~

− k0

)2]
. Остаточно

явний вигляд хвильової функцiї (iз замiною a(t) = 1 +
i~

mx20
t):

Ψ(x, t > 0) =
1√

x0a(t)
√

π
exp

[
ik0x

a(t)
− x2

2x20a(t)
− ik20~t

2ma(t)

]
.

Легко побачити, що густина ймовiрностi знов має форму гаусової кривої
з тiєю ж швидкiстю руху максимуму. Однак її ширина тепер збiльшується з

часом за законом x0(t) = x0

√
1 +

(
~t

mx20

)2

. Спiввiдношення невизначеностей

для такого пакета буде виконуватися в будь-який момент часу.

Завдання для самостiйного виконання

1. Побудуйте гамiльтонiан двовимiрного iзотропного гармонiчного осци-
лятора масою M та частотою ω у декартовiй i полярнiй системах координат.

2. Хвильова функцiя мiкрочастинки з масою m = 2, 5 · 10−29 кг має
вигляд Ψ(x) = B

(
cos(αx) + eiαx

)
, α = 4·1010 м−1. Знайдiть кiнетичну енергiю

частинки (в електронвольтах). Припустiть, що ~ = 10−34 Дж·с.
3. Хвильова функцiя мiкрочастинки з масою m = 2, 5 · 10−29 кг має

вигляд Ψ(x, y, z) = Ae−αx sin(βy) sin(γz), β = 6 · 1010 м−1, γ = 4 · 1010 м−1.
Кiнетична енергiя частинки дорiвнює T = 5 еВ. Знайдiть сталу α. Припустiть,
що ~ = 10−34 Дж·с.

4. Частинка масою m рухається вiльно. Знайдiть енергiю та хвильовi
функцiї стацiонарних станiв у випадку тривимiрного руху.

5. Потенцiальна енергiя системи є степенева функцiя вiд усiх координат
iз показником степеня n. Знайдiть спiввiдношення мiж середнiми значеннями
кiнетичної i потенцiальної енергiї.
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6. Запишiть оператор кiнетичної енергiї у сферичних координатах та
виразiть його через оператор моменту iмпульсу.

7. Знайдiть комутатор операторiв кiнетичної i потенцiальної енергiї ча-
стинки в полi U = U(r).

8. Частинка з iмпульсом px рухається вздовж осi OX у вiльному про-
сторi. Знайдiть хвильову функцiю частинки.

9. Запишiть часове рiвняння Шредiнгера для зарядженої частинки в
електромагнiтному полi.

10. Визначте, чи можуть стани з хвильовими функцiями бути стацiо-
нарними:

Ψ(ξ, t) = Φ(ξ)e−i(ε−iγ)t, Ψ(ξ, t) = Φ(ξ)e−iεt − Φ∗(ξ)eiεt,

Ψ(ξ, t) = Φ1(ξ)e
−iεt − Φ2(ξ)e

−2iεt, Ψ(ξ, t) = Φ(ξ, t)e−iEt/~,

Усi сталi вважати дiйсними.
11. Вiльнi частинки мають у початковий момент часу t = 0 хвильовi

функцiї Ψ1(x, 0) =

√
2

π~
sin
(xp0

~

)
i Ψ2(x, 0) =

1√
2π~

exp
(
i
xp0
~

)
. Знайдiть

хвильовi функцiї в наступнi моменти часу.
12. З‘ясуйте, як iз часом змiнюється стан плоского ротатора, якщо в

початковий момент часу вiн був описаний хвильовою функцiєю Ψ = A sin2 ϕ.
13. Плоский ротатор з моментом iнерцiї I у момент часу t = 0 приве-

дений у стан iз хвильовою функцiєю Ψ(ϕ) = B(1 + cos ϕ + cos 2ϕ). Знайдiть
хвильову функцiю в наступнi моменти t > 0.

14. Хвильова функцiя частинки, що перебуває в одновимiрнiй прямо-
кутнiй потенцiальнiй ямi шириною a з абсолютно непроникними стiнками, в
початковий момент часу мала вигляд Ψ(x, 0) = Cx(x−a). Знайдiть хвильову
функцiю в наступнi моменти часу.

6. Диференцiювання операторiв та iнтеграли руху

У квантовiй системi з гамiльтонiаном Ĥ повна похiдна оператора фi-
зичної величини G пов’язана iз частинною похiдною рiвнянням руху у формi

Гейзенберга:
dĜ

dt
=

∂Ĝ

∂t
− i

~

[
Ĝ, Ĥ

]
. (6.1)

Таким чином, повна похiдна оператора за часом може виявитися ненульовою

навiть у тому випадку, коли оператор не залежить вiд часу явно, тобто за
нульової частинної похiдної.
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Iнтегралом руху (або величиною, що зберiгається) називають фi-
зичну величину, середнє значення якої в довiльному станi не залежить вiд
часу. Якщо фiзична величина не залежить явно вiд часу, вiдповiдно до рiв-
няння (6.1) критерiєм збереження цiєї величини буде комутацiя її операто-

ра з гамiльтонiаном фiзичної системи. Наявнiсть iнтегралiв руху повнiстю
визначена типом фiзичної взаємодiї у квантовiй системi, а точнiше — його
просторово-часовою симетрiєю.

Стани квантової системи доцiльно вибирати так, щоб вони характеризу-
вались максимальною кiлькiстю незалежних одночасно вимiрних iнтегралiв
руху (повним набором). Число елементiв у повному наборi дорiвнює числу

степенiв свободи квантової системи. Розглянемо деякi характернi приклади.
Приклад 6.1. Частинка з масою m рухається в зовнiшньому силово-

му полi з потенцiйною енергiєю U(r). Отримайте явний вигляд операторiв
швидкостi i прискорення частинки.

Розв’язання. Оператори координати й iмпульсу явно не залежать вiд
часу, тому вiдповiдно до рiвняння (6.1) маємо

v̂ =
dr

dt
= − i

~

[
r, Ĥ

]
=

p̂

m
,

що збiгається з класичним визначенням швидкостi руху.

â =
1

m

dp̂

dt
= − i

~m

[
p̂, Ĥ

]
= − 1

m
∇U(r)

являє собою «квантовий» аналог другого закону Ньютона.
Приклад 6.2. Перевiрте, чи буде iмпульс p̂ частинки масою m iнте-

гралом руху в центральному полi.
Розв’язання. У центральному полi оператор Гамiльтона має вигляд

Ĥ =
p̂2

2m
+ Û(r),

де r — модуль радiус-вектора. Оператор p̂ явно не залежить вiд часу, отже,

його частинна похiдна дорiвнює нулю, вiн комутує з кiнетичною енергiєю
p̂2

2m
,

але не комутує з оператором потенцiальної енергiї:
[
Û(r), p̂

]
Ψ = −i~ [U(r)∇Ψ−∇ (U(r)Ψ)] =

= −i~ [U(r)∇Ψ− (∇U(r))Ψ− U(r) (∇Ψ)] = −i~ [∇U(r)] Ψ.

Отже, комутатор
[
Û(r), p̂

]
= −i~∇U(r) 6= 0. Тобто оператор iмпульсу не є

iнтегралом руху в центрально-симетричному полi.
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Приклад 6.3. Доведiть, що квадрат моменту iмпульсу L̂2 — це iнтеграл
руху в центральному полi.

Розв’язання. Оскiльки оператор L̂2 явно не залежить вiд часу, то його
частинна похiдна дорiвнює нулю. Тодi необхiдною i достатньою умовою того,
що фiзична величина — це iнтеграл руху, є рiвнiсть нулю комутатора цього

оператора з оператором Гамiльтона:
[
Ĥ, L̂2

]
=
(
ĤL̂2 − L̂2Ĥ

)
.

Оператор Гамiльтона частинки в центральному полi має такий вигляд:

Ĥ =
L̂2

2mr2
+ Û(r) =

1

2mr2

(
− ~

2

sin θ

∂

∂θ

(
sin θ

∂

∂θ

)
+

1

sin2 θ

∂2

∂ϕ2

)
+ U(r),

де r — модуль радiус-вектора; L̂2 — оператор, що мiстить тiльки похiднi за
кутовими змiнними, отже, вiн комутує з будь-якою функцiєю радiальної змiн-
ної. Тодi

[
Ĥ, L̂2

]
=

[
L̂2

2mr2
, L̂2

]
+
[
U(r), L̂2

]
= 0.

Отже, момент кiлькостi руху є iнтеграл руху.
Приклад 6.4. Доведiть, що якщо потенцiальна енергiя є парна функцiя

координат, то парнiсть буде iнтегралом руху.
Розв’язання. Запишемо гамiльтонiан частинки маси m у потенцiаль-

ному полi у виглядi Ĥ(r) = − ~
2

2m

∂2

∂r2
+U(r). Вiдповiдно до табл. 3.1 оператор

iнверсiї не мiстить явної залежностi вiд часу. Тому досить довести його ко-
мутацiю з гамiльтонiаном, враховуючи парнiсть U(r). Подiємо комутатором
на довiльну функцiю Ω(r):
[
Ĥ(r), Î

]
Ω(r) = Ĥ(r)Ω(−r)− Ĥ(−r)Ω(−r) =

= − ~
2

2m

∂2Ω(−r)

∂r2
+ U(r)Ω(−r) +

~
2

2m

∂2Ω(−r)

∂(−r)2
− U(−r)Ω(−r) =

= {(U(r)− U(−r)}Ω(−r).

За умови U(r) = U(−r) даний вираз тотожно перетворюється на нуль, що й
доводить комутацiю Ĥ(r) i Î .

Приклад 6.5. Визначте, якi з механiчних величин (енергiя, проекцiї
iмпульсу, проекцiї та квадрат моменту iмпульсу) зберiгаються пiд час руху
частинки в центрально-симетричному полi U(r).

Розв’язання. Вирiшення цього питання зводиться до перевiрки того,

чи комутують з гамiльтонiаном Ĥ =
p̂2

2m
+U(r) оператори вказаних механiч-

них величин. Усi величини комутують з оператором кiнетичної енергiї, тому
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треба з’ясувати, чи комутують цi оператори з оператором потенцiальної енер-
гiї.

З оператором Û(r) комутують оператори L̂x, L̂y, L̂z i L̂2, тому що запи-
санi у сферичних координатах цi оператори дiють тiльки на змiннi θ i ϕ.

Таким чином, зберiгаться з часом величини E, Lx, Ly, Lz i L2.

Завдання для самостiйного виконання

1. Доведiть такi властивостi повної похiдної:

d

dt
A =

dA

dt
,

d

dt

(
Â+ B̂

)
=

dÂ

dt
+

dB̂

dt
,

d

dt

(
ÂB̂
)
=

dÂ

dt
B̂ + Â

dB̂

dt
.

2. Для частинки, що рухається в потенцiальному полi U(x), знайдiть

похiднi
d

dt

(
x2
)
,
d

dt
(xp̂x),

d

dt

(
p̂x

2
)
.

3. Знайдiть такi похiднi:
d

dt
(L̂),

d

dt
(f(r, t)L̂) та

d

dt
(p̂r̂).

4. Доведiть, що за вiдсутностi силових полiв iмпульс частинки зберi-
гається.

5. Доведiть, що для частинки, яка рухається в постiйному однорiдному
полi iз силою F, величина G = p− Ft буде iнтегралом руху.

6. Знайдiть повнi набори фiзичних величин пiд час руху частинки:
а) за вiдсутностi поля (вiльний рух);
б) у полi однорiдного нескiнченного цилiндра з вiссю OZ;
в) полi однорiдної площини XOY ;
г) полi нескiнченної однорiдної пiвплощини XOY , z > 0;
д) полi двох точкових зарядiв на осi OZ;
є) однорiдному змiнному полi;
ж) змiнному полi однорiдного нескiнченного цилiндра;
з) змiнному полi однорiдної нескiнченної нитки;
i) змiнному полi нерухомої точкової частинки.

7. Потенцiальнi ями

Енергiї стацiонарних станiв частинки масою m, яка рухається в полi
U(x), i вiдповiднi їм хвильовi функцiї знаходять iз розв’язку одновимiрного
стацiонарного рiвняння Шредiнгера:

− ~
2

2m

d2

dx2
Ψ(x) + U(x)Ψ(x) = EΨ(x). (7.1)
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Граничнi умови до нього випливають iз умов скiнченностi, однозначностi й
безперервностi хвильової функцiї Ψ(x), а також визначенi характером руху.
Зокрема, у випадку фiнiтного руху граничнi умови необхiдно вибирати ну-

льовими.
За наявностi кусково-неперервного потенцiалу хвильова функцiя в точцi

розриву a буде залишатися неперервною разом зi своєї першою похiдною:

Ψ(a− 0) = Ψ(a+ 0), Ψ′(a− 0) = Ψ′(a+ 0). (7.2)

Спiввiдношення (7.2) називають умовами зшивок хвильових функцiй у точцi
розриву потенцiалу. Цi спiввiдношення також можна сформулювати у виглядi
безперевностi логарифмiчної похiдної в точцi розриву потенцiалу:

Ψ′(x)

Ψ(x)

∣∣∣∣
a−0

=
Ψ′(x)

Ψ(x)

∣∣∣∣
a+0

. (7.3)

У випадку, коли потенцiальна енергiя має δ-подiбну особливiсть у точцi
x = a (V (x) = U(x) + γδ(x− a), де U(x) — кусково-неперервна функцiя; γ —
стала), спiввiдношення (7.2) набувають такого вигляду:

Ψ(a− 0) = Ψ(a+ 0), Ψ′(a+ 0)−Ψ′(a− 0) =
2m

~2
γΨ(a). (7.4)

Наведемо найважливiшi властивостi одновимiрного фiнiтного руху, якi
випливають iз теорiї функцiонального аналiзу:

1) усi енергетичнi рiвнi невиродженi;
2) хвильовi функцiї стацiонарних станiв можна обирати дiйсними (щоб

їх фази не залежали вiд координат);
3) виконується осциляцiйна теорема : якщо основний стан позначити

iндексом «0», перший збуджений — «1» тощо, то в областi локалiзацiї частин-
ки, крiм її границь, хвильова функцiя n-го збудженого стану рiвно n разiв
обертається в нуль, причому всi нулi будуть невиродженi. Розглянемо деякi
характернi приклади.

Приклад 7.1. Частинка масою m знаходиться в нескiнченно глибокiй

прямокутнiй потенцiальнiй ямi шириною a: U(x) =

{
0, 0 < x < a;

∞, x < 0, x > a.
Знай-

ти енергiї стацiонарних станiв частинки та вiдповiднi їм хвильовi функцiї.
Розв’язання. Вважатимемо дно ями нульовим рiвнем вiдлiку енергiї,

а лiвий кут — початком координат. Допустимi енергiї будуть невiд’ємними, а
рух — завжди фiнiтним.
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Рiвняння (7.1) перетворюється на рiвняння − ~
2

2m
Ψ′′(x) = EΨ(x) з ну-

льовими умовами на границях Ψ(0) = Ψ(a) = 0. Вiдповiдно до властивостей
одновимiрного фiнiтного руху загальний розв’язок лiнiйного однорiдного ди-
ференцiального рiвняння зручно подати в дiйснiй формi:

Ψ(x) = C sin λx+D cos λx, λ =

√
2mE

~
,

де C i D — сталi, що пiдлягають визначенню. З умов зшивки (7.2) отримуємо
двi умови: D = 0 i sin λa = 0. Останнє рiвняння задовольняється тiльки за

дискретних значень: λn =
πn

a
, n = 0,±1, . . . Таким чином, ми одержуємо такi

вирази для енергiй i хвильових функцiй:

Ψn(x) = C sin
πnx

a
, En =

π2
~
2n2

2ma2
n ∈ Z.

Якщо вилучити з розгляду тривiальний розв’язок рiвняння Шредiнгера (за
n = 0), вiд’ємнi значення n (виродження енергетичних рiвнiв за знаком n

вiдсутнє), застосувати приклад 1.1 для знаходження сталої нормування C i
привести результат у вiдповiднiсть до осциляцiйної теореми, отримаємо оста-
точну вiдповiдь:

Ψn(x) =

√
a

2
sin

π(n+ 1)

a
x, En =

π2
~
2(n+ 1)2

2ma2
, n = 0, 1, 2, . . . (7.5)

Нескiнченно глибока потенцiальна яма мiстить нескiнченну кiлькiсть
рiвнiв енергiї. Енергiї стацiонарних станiв зверху необмеженi й однозначно
визначенi квантовим числом n. Основному стану вiдповiдає ненульова енергiя

E0 =
π2
~
2

2ma2
, тобто вiн лежить вище за «дно» потенцiальної ями.

Приклад 7.2. Знайдiть можливi власнi значення енергiї та їх ймовiр-
ностi для частинки масою m, що перебуває в нескiнченно глибокiй потен-
цiальнiй ямi шириною a в станi, описаному функцiєю Ψ(x) = Ax(a− x).

Розв’язання. Спочатку пронормуємо функцiю:

1 = |A|2
a∫

0

x2(a− x)2dx =
|A|2 a5
30

, звiдки A =

√
30

a5
.

Розвинемо функцiю стану Ψ(x) =
∑

n

DnΨn(x) за власними функцiями
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стацiонарних станiв (7.5). Коефiцiєнти розвинення знайдемо таким чином:

Dn =

a∫

0

Ψ∗
n(x)Ψ(x)dx =

√
60

a6

a∫

0

sin
π(n+ 1)x

a
x(a− x)dx =

=
2
√
60

π3(n+ 1)3
(
1− (−1)n+1

)
=





4
√
60

π3(n+ 1)3
, коли n — парне;

0, коли n — непарне.

У результатi ненульовi значення енергiї частинки (7.5) та вiдповiднi їм
ймовiрностi можна обчислити як

El =
π2
~
2(2l + 1)2

2ma2
, Wl = |Dl|2 =

960

π6(2l + 1)6
, l = 0, 1, 2, . . . .

Приклад 7.3. Частинка масою m перебуває в напiвнескiнченнiй потен-

цiальнiй ямi з потенцiалом вигляду U =





∞, x 6 0;

0, 0 < x < a;

U0, x > a.

Знайти рiвняння

для стацiонарних станiв енергiї, а також умови появи першого i n-го дискрет-
ного енергетичного рiвнiв.

Розв’язання. Розiб’ємо заданий простiр на три областi, де хвильовi

функцiї Ψ =





0, x 6 0;

Ψ1, 0 < x < a;

Ψ2, x > a.

Ми розв‘язуємо задачу на пошук стацiонар-

них станiв, тому енергiя частинки повинна задовольняти умову E < U0. Рiв-
няння Шредiнгера (7.1) в наших областях (рис. 7.1) набуває такого вигляду:

Ψ′′
1 +

2mE

~2
Ψ1 = 0, Ψ′′

2 +
2m(U0 − E)

~2
Ψ2 = 0.

Розв’язки цих рiвнянь, застосовуючи умови зшивок (7.2), подамо в такому
виглядi:

Ψ1(x) = A sin(kx+ b), k =

√
2mE

~
, з умови Ψ1(0) = 0 ⇒ b = 0.

Ψ2(x) = Be−qx +Ceqx, q =

√
2m(U0 − E)

~
, з умови Ψ2(∞) < ∞ ⇒ C = 0.
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Рис. 7.2

З умов зшивок (7.2) у точцi x = a маємо

Ψ1(a) = Ψ2(a) ⇒ A sin ka = Be−qa, Ψ′
1(a) = Ψ′

2(a) ⇒ kA cos ka = −qBe−qa.

З останнiх рiвнянь одержимо вираз
1

k
tg ka = −1

q
, за допомогою якого маємо

таке перетворення:

sin ka =
± tg ka√
1 + tg2 ka

= ± k√
q2 + k2

= ± ~√
2mU0a2

ka.

З цього рiвняння отримаємо вираз для знаходження рiвнiв енергiї частинки:

sin

√
2mE

~
a = ± ~√

2mU0a2

√
2mE

~
a,

який, у свою чергу, можна розв’язати графiчно (рис. 7.2). Розв’язками будуть
точки перетину синусоїди i прямої, що залежать вiд параметра ka (спектр
енергiї буде дискретним). Задовольняють нашi умови тiльки тi областi визна-
чення синусоїди, де tg ka вiд’ємний. Кут нахилу прямої залежить вiд множ-

ника
~√

2mU0a2
, тобто параметрiв ями — ширини a i глибини U0. Кiлькiсть

точок перетину скiнченна. Жодного рiвня енергiї не iснує, якщо ka <
π

2
, тоб-

то U0a
2 <

π2
~
2

8m
. Перший рiвень з’являється, коли U0a

2 =
π2
~
2

8m
. У разi збiль-

шення розмiрiв ями кiлькiсть рiвнiв збiльшується, n-й рiвень з’являється за

ka = π

(
n+

1

2

)
, тобто U0a

2 =
π2
~
2

8m
(2n+ 1)2.

У данiй задачi область x > a є класично недоступною. Але хвильова
функцiя Ψ2(x) у цiй областi не обертається в нуль тотожно. Це означає
можливiсть проникнення частинки в класично недоступну область. Густина
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ймовiрностi виявлення частинки експоненцiйно згасає в разi поглиблення в
цю область. Ефективна глибина її проникнення d ∼ (2q)−1 визначається
висотою U0 та енергiєю E i є однiєю з характеристик тунельного ефекту.

Приклад 7.4. У напiвнескiнченнiй потенцiальнiй ямi (див. данi з
прикл. 7.3) енергiя частинки E = U0/2. Знайдiть:

а) параметри ями U0a
2;

б) найбiльш ймовiрне значення координати частинки;
в) ймовiрнiсть знаходження частинки всерединi ями.
Розв’язання. Застосуємо розв’язки попереднього прикладу.

а) Оскiльки рiвень єдиний, то
π

2
< ka <

3π

2
⇒ π

2
<

√
mU0

~
a <

3π

2
.

Рiвняння на рiвнi енергiї дасть умову для параметрiв ями:

sin ka =

√
2

2
⇒ ka =

3π

4
⇒ U0a

2 =
9π2

~
2

16m
.

б) Хвильова функцiя Ψ(x) =

{
A sin kx, 0 < x < a;

Be−qx, x > a;
k = q =

√
mU0

~
.

Густина ймовiрностi w(x) =

{
A2 sin2 kx, 0 < x < a;

B2e−2qx, x > a.
Очевидно, що найбiльш

ймовiрне положення частинки — всерединi ями. Щоб знайти її координату,
обчислимо екстремум густини ймовiрностi (рис. 7.3):

dw

dx
= 0 ⇒ sin 2kx = 0 ⇒ xγ =

πγ

2k
=

2aγ

3
.

Найбiльш ймовiрне значення координати x =
2a

3
.

в) Ймовiрнiсть знаходження частинки всерединi ями:

Win =

a∫

0

A2 sin2 kxdx =
A2

2

(
a− 1

2k
sin 2ka

)
=

A2a

2

(
1 +

√
2

3π

)
.

Знайдемо так само ймовiрнiсть знаходження частинки поза ямою:

Wout =

∞∫

a

B2e−2qxdx =
B2e−2qa

2q
=

{
Be−qa = −A

√
2

2

}
=

A2a

3π
.

Повна ймовiрнiсть Win +Wout = 1, звiдки A2 =
6π

a(4 + 3π +
√
2)

. Отже,

ймовiрнiсть знаходження частинки всерединi ями Win =
3π +

√
2

4 + 3π +
√
2
= 0, 73.
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Приклад 7.5. Знайдiть рiвнi енергiї та нормованi хвильовi функцiї
станiв дискретного спектра частинки в полi U(x) = −γδ(x), γ > 0. Знайдiть
середнi значення кiнетичної i потенцiальної енергiї частинки в цих станах.

Розв’язання. Оскiльки нас цiкавлять зв’язанi
стани, то повна енергiя частинки повинна бути вiд’єм-
ною. Рiвняння Шредiнгера (7.1) для частинки:

d2Ψ(x)

dx2
+

2m

~2
(−|E|+ γδ(x))Ψ(x) = 0.

Всюди, крiм точки x = 0, це рiвняння набуває вигляду
x

U(x)

0 a

Рис. 7.3

d2Ψ(x)

dx2
− k2Ψ(x) = 0, k =

√
2m|E|
~

,

розв’язок якого подамо як Ψ(x) = Aekx + Be−kx. У результатi накладання
умов обмеженостi на хвильову функцiю отримаємо такий вираз:

Ψ(x) =

{
Be−kx, x > 0;

Aekx, x < 0.

Застосування умов зшивок (7.4) дає змогу записати такi спiввiдношен-
ня:

A = B, −kA− kB = −2mγ

~2
A.

Враховуючи все вище сказане, ми отримуємо вираз для енергiї частин-

ки: E = −mγ2

2~2
. Таким чином, у δ-подiбнiй ямi завжди маємо один енергетич-

ний рiвень.
Вираз для хвильової функцiї можна записати для двох областей у виглядi

Ψ(x) = Ae−k|x|. Застосувавши умову нормування хвильової функцiї у випад-
ку дискретного спектра, отримаємо сталу нормування:

∞∫

−∞

|A|2e−2k|x|dx = |A|2



0∫

−∞

e2k|x|dx+

∞∫

0

e−2kxdx


 =

|A|2
k

⇒ A =
√
k,

за допомогою якої знайдемо хвильову функцiю частинки:

Ψ(x) =
√
ke−k|x| =

√
mγ

~
exp

(
−mγ

~2
|x|
)
.

Середнє значення потенцiальної енергiї

U =
mγ

~2

∞∫

−∞

(−γδ(x)) exp
(
−2

mγ

~2
|x|
)
dx = −mγ2

~2
.
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Середнє значення кiнетичної енергiї

T = − γ

2




0∫

−∞

emγx/~2 d2

dx2

[
emγx/~2

]
dx+

∞∫

0

e−mγx/~2 d2

dx2

[
e−mγx/~2

]
dx


 =

=
mγ2

4~2




0∫

−∞

eξdξ −
∞∫

0

e−ξdξ


 =

mγ2

2~2
.

Завдання для самостiйного виконання

1. Визначте середнi значення координати, iмпульсу та їх флуктуацiї для
частинки, що знаходиться в нескiнченно глибокiй потенцiальнiй ямi шириною
a. Перевiрте спiввiдношення невизначеностей для координати й iмпульсу в
стацiонарних станах.

2. Знайдiть розподiл ймовiрностей рiзних значень енергiї частинки ма-
сою m, флуктуацiї її координати, iмпульсу й енергiї в нескiнченно глибокiй
потенцiальнiй ямi шириною a, що описується хвильовими функцiями вигляду

Ψ1(x) = Ax(x− a); Ψ2(x) = Bx

(
x2 − a2

4

)
; Ψ3(x) = C sin2

(πx

a

)
.

3. Частинка масою m рухається в одновимiрнiй прямокутнiй нескiнчен-
но глибокiй потенцiальнiй ямi шириною a. Знайдiть найбiльш ймовiрнi поло-
ження частинки, приведеної в перший збуджений стан, та середнє значення
кiнетичної енергiї частинки в цьому станi.

4. Частинка перебуває в одновимiрнiй прямокутнiй потенцiальнiй ямi з
нескiнченно високими стiнками. Знайдiть енергетичний рiвень частинки, для
якого iнтервали енергiй двох сусiднiх iз ним рiвнiв (верхнього й нижнього)
вiдносяться як 7/5.

5. Частинка перебуває в основному станi в одновимiрнiй прямокутнiй
потенцiальнiй ямi з нескiнченно високими стiнками. Ширина ями a. Знайдiть
ймовiрнiсть перебування частинки в областi x ∈ [a/3; 2a/3].

6. Частинка перебуває в основному станi в одновимiрнiй прямокутнiй
потенцiальнiй ямi з нескiнченно високими стiнками. Ширина ями a. Знайдiть
ймовiрнiсть перебування частинки в областi x ∈ [0; 2a/3].

7. Протон перебуває в одновимiрнiй прямокутнiй потенцiальнiй ямi ши-
риною 1 нм iз нескiнченно високими стiнками. Знайдiть найменшу рiзницю
енергетичних рiвнiв 4Ep протона.

8. Знайдiть ймовiрнiсть того, що частинка масою m, яка перебуває в

нескiнченно глибокiй ямi, має енергiю E =
9π2

~
2

2ma2
в станi Ψ(x) = Ax(a− x).
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9. Розв’яжiть рiвняння Шредiнгера для частинки масою m, що перебу-
ває у двовимiрнiй нескiнченно глибокiй потенцiальнiй ямi, ширина якої по осi
x дорiвнює a, а по осi y дорiвнює b (0 < x < a, 0 < y < b). Знайдiть:

а) спектр власних значень енергiї En1n2
i власнi функцiї частинки Ψn1n2

;
б) ймовiрнiсть її знаходження в областi a/3 6 x 6 2a/3.
10. Розв’яжiть рiвняння Шредiнгера для частинки масою m, що пере-

буває в тривимiрному непроникному потенцiальному ящику:

U(x) =

{
0, 0 6 x 6 a, 0 6 y 6 b, 0 6 z 6 c;

∞, x < 0, x > a, y < 0, y > b, z < 0, z > c.

Знайдiть спектр енергiї En1n2n3
i власнi функцiї частинки Ψn1n2n3

.
11. Частинка знаходиться в потенцiальному полi (див. данi з прикл. 7.3).

Знайдiть:
а) значення a2U0, за якого енергiя основного стану дорiвнює 3U0/4;
б) значення величини a2U0, за якого з’являється третiй дискретний

рiвень;
в) число енергетичних рiвнiв у ямi, якщо a2U0 = 125~2/m0;
г) наближений аналiтичний вираз енергiй нижнiх рiвнiв (E ≪ U0),

якщо a2U0 ≫ ~
2/m0.

12. Знайдiть парнi й непарнi енергетичнi рiвнi дискретного спектра ча-

стинки в симетричнiй потенцiальнiй ямi вигляду U(x) =

{
−U0, |x| < a;

0, |x| > a.
Визначте кiлькiсть станiв частинки дискретного спектра залежно вiд глиби-
ни ями. Укажiть умову появи нових станiв у разi поглиблення ями.

13. Частинка масою m рухається в одновимiрнiй асиметричнiй потен-

цiальнiй ямi скiнченної глибини U(x) =





U1, x < 0;

0, x 6 0 6 a;

U2, x > a.

Визначте:

а) енергiї стацiонарних станiв частинки;
б) умову, за якої в ямi не буде зв’язаних станiв;
в) максимальне число рiвнiв за заданих U1, U2 i a.

Розгляньте граничнi випадки U1 → ∞ i U1 = U2.
14. Знайдiть енергетичний спектр частинки масою m в потенцiально-

му полi вигляду U(x) =

{
−αδ(x), |x| < a;

∞, |x| > a,
α > 0. За умови

mαa

~2
≫ 1

дослiдiть структуру рiвнiв нижньої частини спектра. Доведiть, що енерге-
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тичний спектр складається з послiдовностi пар близько розташованих рiвнiв,
i знайдiть вiдстань мiж цими рiвнями.

15. Частинка перебуває в нескiнченно глибокiй потенцiальнiй ямi. Об-
числiть середню силу, з якою частинка дiє на кожну зi стiнок ями в стацiо-
нарних станах. Вiдповiдь порiвняйте з результатом класичної механiки.

8. Проходження крiзь потенцiальнi бар’єри

Нехай потенцiальне поле U(x) таке, що потенцiальна крива (рис. 8.1)
має в обмеженiй областi «горб», а в асимптотицi виходить на «плато», тобто
за x → ±∞ рух частинок стає вiльним. Такий «горб» прийнято називати
потенцiальним бар’єром.

Розглянемо стацiонарний процес розсiювання бар’єром потоку части-
нок, що встановився.

Пiсля подолання бар’єра потiк роз-
бивається на «той, що пройшов» i «вiд-
битий». Цей процес зручно характеризу-
вати спостережуваними величинами: кое-

фiцiєнтом вiдбиття , що являє собою
вiдношення густини потоку вiдбитих ча-
стинок до густини потоку частинок, що па-
дають:

X

U(x)

0

E

Umax

Umin

Jpass

Jfall

Jref

Рис. 8.1

R =
jref
jfal

∣∣∣∣
x→−∞

(де jref = |jref | , jfal = |jfal|) (8.1)

i коефiцiєнтом прозоростi , що являє собою вiдношення густини потоку
частинок, що пройшли, до густини потоку частинок, що падають:

D =
jpas|x→∞
jfal|x→−∞

(де jpas = |jpas|) . (8.2)

Густини потокiв вважають взятими на асимптотично вiддалених вiдстанях в
областi виходу потенцiалiв на плато.

В областi x → ∞ маємо тiльки частинки, якi пройшли через бар’єр (з
додатним iмпульсом). Тому хвильова функцiя являє собою плоску хвилю:

Ψ(x)
∣∣∣
x→∞

= eiγx, де γ =

√
2m(E − Umin)

~
. (8.3)
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Функцiя (8.3) нормована на збiг густини потоку частинок, що пройшли, з
класичною швидкiстю. Застосовуючи формулу (5.3), отримаємо

jpas

∣∣∣
x→∞

=
~γ

m
. (8.4)

В областi x → −∞ є частинки як тi, що пройшли, так i вiдбитi. Асимпто-
тичний вигляд розв’язку рiвняння Шредiнгера в цiй областi подамо в такому
виглядi:

Ψ(x)
∣∣∣
x→−∞

= Ceikx + Fe−ikx, де k =

√
2mE

~
. (8.5)

Перший доданок у виразi (8.5) вiдповiдає частинкам, що падають, другий —
потоку вiдбитих частинок. Густини потокiв обчислюють вiдповiдно до фор-
мули (5.3):

jfal

∣∣∣
x→−∞

=
~k

m
|C|2, jref

∣∣∣
x→−∞

=
~k

m
|F |2. (8.6)

Якщо вiдомi сталi C i F , то за формулами (8.1), (8.2), (8.4) i (8.6) знаходимо
коефiцiєнти прозоростi i вiдбиття:

D =
γ

k

1

|C|2 , R =
|F |2
|C|2 ; R +D = 1. (8.7)

Розсiювання мiкрочастинок на потенцiальному бар’єрi суттєво вiдрiз-
няється вiд аналогiчного макроскопiчного процесу. Якщо енергiя частинки
задовольняє умову Umin < E < Umax, то в макросвiтi всi без винятку частин-
ки пружно вiдбивалися б вiд бар’єра, тобто R = 1. У мiкросвiтi частинки
можуть iз ненульовою ймовiрнiстю проникати в класично недоступну пiд-
бар’єрну область. Якщо бар’єр не надто широкий (близький до довжини де
Бройля), то частинки будуть проявлятися з ненульовою ймовiрнiстю i на про-
тилежному боцi бар’єра, тобто D 6= 0 (тунельний ефект). Даний ефект має
суто квантову природу.

У випадку E > Umax у макросвiтi всi без винятку частинки продовжи-
ли б свiй рух у додатному напрямку осi OX , змiнивши хiба що свiй iмпульс,
тобто D = 1. У мiкросвiтi незбереження iмпульсу в зовнiшньому силовому
полi зумовлює появу в областi бар’єра станiв з рiзними значеннями iмпульсу,
у тому числi й з iншим знаком. Потоки з однаково спрямованими iмпульсами
iнтерферують один з одним, що в остаточному пiдсумку обумовлює появу
спостережуваних вiдбитих частинок, тобто R > 0. Такий класично заборо-
нений ефект називають надбар’єрним вiдбиттям. Для появи надбар’єр-
ного ефекту потрiбен не стiльки бар’єр, скiльки наявнiсть силового поля в
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обмеженiй областi простору. Тому вiдбивати може не тiльки бар’єр, а i яма.
Розглянемо деякi характернi приклади.

Приклад 8.1. Частинка масою m падає злiва на симетричну потен-

цiальну яму глибиною U0: U(x) =

{
0, x 6 0;

−U0, x < 0, x > a.
Енергiя частинки

E > 0. Знайдiть коефiцiєнти прозоростi D i вiдбиття R частинки. За отрима-
ним результатами визначте енергiю E, за якої частинка буде вiльно проходити
через яму. Установiть для цього випадку зв’язок мiж шириною ями a i дов-
жиною хвилi де Бройля λ всерединi ями. Обчислiть, за яких значень ширини
ями a коефiцiєнт прозоростi мiнiмальний.

Розв’язання. Розiб’ємо простiр на три областi (рис. 8.2), рiвняння
Шредiнгера (7.1) для одновимiрного випадку в яких матиме вигляд

Ψ(x) =





Ψ1, x 6 0;

Ψ2, x ∈ (0; a);

Ψ3, x > a.

⇒ Ψ′′
2+

2mE

~2
Ψ2 = 0, Ψ′′

1,3+
2m(E + U0)

~2
Ψ1,3 = 0.

Розв’язок останнiх рiвнянь подамо у такому
виглядi:

Ψ1(x) = A1e
iqx +B1e

−iqx,

Ψ3(x) = A3e
iqx +B3e

−iqx, q =

√
2m(E + U0)

~
;

Ψ2(x) = A2e
ikx + B2e

−ikx, k =

√
2mE

~
.

x

U(x)

0

E

a

1 11 111

Рис. 8.2

Пiдставляючи цi розв’язки в умови зшивки (7.2), отримаємо систему рiвнянь
з невiдомими сталими:

A1 +B1 = A2 +B2, A1 −B1 = (A2 − B2)
q

k
,

A2e
ika + B2e

−ika = A3e
iqa, A2e

ika − B2e
−ika = A3

q

k
eiqa.

Стала B3 = 0 випливає з умови обмеженостi хвильової функцiї. Шляхом
лiнiйних перетворень виразимо всi невiдомi через сталу A3:

A2 =
ei(k−q)a

2

(
q + k

q

)
A3, B2 =

ei(k+q)a

2

(
q − k

q

)
A3,

A1 =
A3e

ika

4kq

(
e−iqa(q + k)2 − eiqa(q − k)2

)
, B1 =

A3e
ika

2kq
(q2 − k2)i sin qa.
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За означеннями (8.1) i (8.2) знаходимо коефiцiєнти прозоростi й вiдбиття:

D =
16k2q2

|e−iqa(q + k)2 − eiqa(q − k)2|2
, R =

∣∣∣∣
2(q2 − k2) sin qa

e−iqa(q + k)2 − eiqa(q − k)2

∣∣∣∣
2

.

Розкривши модулi комплексних чисел та застосувавши значення сталих q i
k, остаточно отримаємо

D =
1

1 + ζ
, R =

ζ

1 + ζ
, ζ =

U 2
0

4E(E + U0)
sin2

(√
2m(E + U0)

~
a

)
.

Для того щоб коефiцiєнт прозоростi дорiвнював одиницi, необхiдно виконання

умови

√
2m(E + U0)

~
a = πl, звiдки El =

π2
~
2l2

2ma2
− U0, l = 0, 1, . . .

Якщо λ0 — дебройлiвська довжина хвилi частинки, то хвильове чис-

ло k0 =

√
2m(E + U0)

~
=

2π

λ0
, a =

l

2
λ0. Це означає, що якщо ширина ями

дорiвнює цiлому числу напiвдовжин хвиль де Бройля, то частинка прохо-
дить яму безперешкодно. Для фотона прикладом такої ями може слугувати
ефект «просвiтлiння оптики».

Коефiцiєнт прозоростi мiнiмальний, якщо sin

√
2m(E + U0)

~
a = ±1.

При цьому отримуємо такi спiввiдношення:
√

2m(E + U0)

~
a = π

(
l +

1

2

)
, E =

π2
~
2

2ma2

(
l +

1

2

)2

−U0, Dmin =
4E(E + U0)

(2E + U0)2
.

Ширина ями з мiнiмальним коефiцiєнтом вiдбиття a =
λ0

2

(
l +

1

2

)
. Для оп-

тики це ширина так званої «чвертьхвильової» плiвки.
Приклад 8.2. Частинка масою m падає злiва на потенцiальний бар’єр

висотою U0 (рис. 8.3): U(x) =

{
0, x < 0;

U0, x > a.
Енергiя частинки E > U0. Знай-

дiть коефiцiєнти прозоростi D i вiдбиття R частинки.
Розв’язання. Розiб’ємо простiр на двi областi, рiвняння Шредiнгера

(7.1) в яких матиме вигляд

Ψ(x) =

{
Ψ1, x < 0;

Ψ2, x > 0.
⇒ Ψ′′

1 +
2mE

~2
Ψ1 = 0, Ψ′′

2 +
2m(E − U0)

~2
Ψ2 = 0.
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Розв’язок останнiх рiвнянь подамо у виглядi

Ψ1(x) = Aeikx + Be−ikx, k =

√
2mE

~
;

Ψ2(x) = Ceiqx +Ge−iqx, q =

√
2m(U0 − E)

~
. x

U(x)

0

U0

E

Рис. 8.3

Цi функцiї являють собою плоскi хвилi. У функцiї Ψ1(x) перший дода-
нок описує хвилю, що падає на бар’єр, другий — хвилю, що вiдбивається вiд
нього. У Ψ2(x) перший доданок описує хвиля, що пройшла над бар’єром, а
вiдбитої хвилi немає, тому G ≡ 0.

За допомогою граничних умов (7.2) отримуємо спiввiдношення мiж невi-

домими сталими: A+ B = C, A− B =
q

k
C, звiдки виразимо коефiцiєнти A i

B у виглядi A =
k + q

2k
C, A =

k + q

2k
C, B =

k − q

2k
C.

Застосовуючи означення (8.7), знайдемо коефiцiєнти прозоростi й вiд-
биття:

D =
4
√
E
√
E − U0∣∣∣

√
E +

√
E − U0

∣∣∣
2 = 4

√
E

U0

√
E

U0
− 1

(
2
E

U0
− 1− 2

√
E

U0

√
E

U0
− 1

)
,

R =

∣∣∣∣∣

√
E −

√
E − U0√

E +
√
E − U0

∣∣∣∣∣

2

=

(
2
E

U0
− 1− 2

√
E

U0

√
E

U0
− 1

)2

.

Обидва коефiцiєнти поданi у виглядi, зручному для подальшого аналiзу.
У граничному випадку класичної механiки (~ → 0) коефiцiєнт вiдбиття

повинен обернутися в нуль. При цьому отриманий вираз для R(E) зовсiм не
мiстить сталої Планка. Класичнiй границi вiдповiдає випадок, коли деброй-
лiвська довжина хвилi частинки λ = h/p мала порiвняно з характеристични-
ми розмiрами неоднорiдностей потенцiалу, тобто порiвняно з вiдстанями, на
яких помiтно змiнюється поле U(x). У розглянутому ж схематичному при-
кладi ця вiдстань дорiвнює нулю, так що граничний перехiд не може бути

виконаний.
Приклад 8.3. Частинка масою m падає злiва на потенцiальний бар’єр

висотою U0 (рис. 8.4): U(x) =

{
0, x < 0;

U0, x > 0.
Енергiя частинки E < U0. Знай-

дiть ефективну глибину χeff проникнення частинки пiд бар’єр. Обчислiть χeff

для електрона, якщо U0 − E=1 еВ.
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Розв’язання. Знайдемо розв’язок рiвняння Шредiнгера для частинки
пiд бар’єром x > 0:

Ψ′′ +
2m(U0 − E)

~2
Ψ = 0 ⇒ Ψ(x) = Ae−qx + Beqx, q =

√
2m(U0 − E)

~
,

який у зв‘язку з обмеженiстю функцiї повинен мати вигляд Ψ(x) = Ae−qx.
Густина ймовiрностi перебування частинки пiд бар’єром w(x) = A2e−2qx,

ймовiрнiсть мати координату x = 0 є w(0) = A2.

За означенням χeff — глибина, на якiй ймовiрнiсть

перебування частинки зменшується в e разiв порiвняно

з ймовiрнiстю на границi :

w(χeff) = A2e−2qχeff =
w(0)

e
=

A2

e
,

χeff =
1

2q
=

~

2
√

2m(U0 − E)
.

x

U(x)

0

U0

E

Рис. 8.4

Для електрона ефективна глибина проникнення становить χeff = 1Å.
Приклад 8.4. Частинка масою m падає на прямокутний симетричний

потенцiальний бар’єр шириною a i висотою U0: U(x) =





0, x < 0;

U0, x ∈ [0; a];

0, x > a.

Визначте коефiцiєнти вiдбиття i прозоростi як функцiї енергiї частинки E.
Розв’язання. Стацiонарне рiвняння Шредiнгера (7.1) необхiдно окре-

мо розв’язувати в кожнiй iз трьох областей. У крайнiй злiва областi загальний
вигляд розв’язку запишемо так:

Ψ(x)
∣∣∣
x<0

= Aeikx +Be−ikx, де k =

√
2mE

~
.

Для крайньої справа областi розв’язок зручно подати у виглядi

Ψ(x)
∣∣∣
x>a

= eik(x−a).

Розв’язок у центральнiй областi суттєво залежить вiд знака E − U0.
За E < U0 (рис. 8.5) пiдбар’єрна область є класично недоступною. Тому

розв’язок рiвняння Шредiнгера подамо у виглядi

Ψ(x)
∣∣∣
06x6a

= Feγx +Ge−γx, де γ =

√
2m(U0 − E)

~
.
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Сталу F занулити не можемо, тому що наш бар’єр має скiнченну довжину.

За допомогою умов зшивок (7.2) отримуємо спiввiд-
ношення мiж невiдомими сталими:

A+B = F +G, A− B = (G− F )iγ/k, A− B = (G− F )iγ/k,

Feγa +Ge−γa = 1, F eγa −Ge−γa = ik/γ.

Треба зауважити, що для обчислення коефiцiєнтiв нам по-
трiбнi тiльки двi сталi B:

x

U(x)

0

U0

E

a

Рис. 8.5

A = ch γa+
i

2

(
γ

k
− k

γ

)
sh γa, B = − i

2

(
γ

k
+

k

γ

)
sh γa,

що дає змогу, застосовуючи означення (8.7), знайти коефiцiєнти вiдбиття i
прозоростi:

R =
(k2 + γ2)2 sh2 γa

4k2γ2 + (k2 + γ2)2 sh2 γa
, D =

4k2γ2

4k2γ2 + (k2 + γ2)2 sh2 γa
.

D 6= 0, тобто буде мати мiсце тунельний ефект. Його можна пояснити тим,
що глибина проникнення частинки пiд бар’єр порiвнянна iз шириною бар’єра.

За E > U0 (рис. 8.6) пiдбар’єрна область є класично доступною, тому
розв’язок рiвняння Шредiнгера необхiдно брати у виглядi

Ψ(x)
∣∣∣
06x6a

= Feiξx +Ge−iξx, де ξ =

√
2m(E − U0)

~
.

Цей розв’язок вiдрiзняється вiд попереднього замi-
ною γ → ξ, тому коефiцiєнти вiдбиття i прозоростi можемо
знайти вiдразу:

R =
(k2 + ξ2)2 sin2 ξa

4k2ξ2 + (k2 + ξ2)2 sin2 ξa
,

D =
4k2ξ2

4k2ξ2 + (k2 + ξ2)2 sin2 ξa
.

x

U(x)

0

E

a

Рис. 8.6

У загальному випадку R 6= 0, тобто має мiсце надбар’єрне вiдбиття.
Однак за деяких значень енергiї бар’єр може стати взагалi абсолютно прозо-
рим.

Приклад 8.5. Частинки масою m кожна розсiюються на δ-подiбному
потенцiальному бар’єрi: U(x) = αδ(x), α > 0. Знайдiть коефiцiєнти вiдбиття
i прозоростi як функцiї енергiй частинок E.
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Розв’язання. Подамо хвильову функцiю частинки, що рухається злiва
направо, у такому виглядi:

Ψ(x)
∣∣∣
x<0

= eikx + A(k)e−ikx, Ψ(x)
∣∣∣
x>0

= B(k)eikx, k =

√
2mE

~
> 0.

Умови зшивок (7.4) задовольняються за таких спiввiдношень мiж сталими:

1 + A(k) = B(k), ik(B(k)− 1 + A(k)) = 2mαB(k)/~2.

Розв’яжемо цю систему вiдносно невiдомих A(k) i B(k):

A(k) =
mα

ik~2 −mα
, B(k) =

ik~2

ik~2 −mα
.

Коефiцiєнти вiдбиття i прозоростi мають вигляд

R(E) = |A(k)|2 = m2α2

2mE~2 +m2α2
, D(E) = |B(k)|2 = 2mE~

2

2mE~2 +m2α2
,

звiдки видно, що виконується рiвнiсть R +D = 1, при цьому

R(E) ≈ mα2

2E~2
→ 0 за E → ∞, D(E) ≈ 2E~

2

mα2
→ 0 за E → 0.

Завдання для самостiйного виконання

1. Частинка масою m падає на потенцiальний бар’єр U(x) =

{
0, x < 0;

U0, x > 0.
Знайдiть наближенi значення коефiцiєнта вiдбиття частинки вiд бар’єра i ко-
ефiцiєнта прозоростi для таких випадкiв:

а) частинка пролiтає безпосередньо над бар’єром E ≈ U0;
б) частинка пролiтає значно вище за бар’єр E ≫ U0.
2. Електрон має енергiю E=10 еВ. Визначте, у скiльки разiв змiниться

його швидкiсть v i довжина хвилi де Бройля λ у разi проходження крiзь
потенцiальний бар’єр нескiнченної ширини висотою U0=6 еВ.

3. Протон з енергiєю Ep=1 МеВ пiд час проходження нескiнченно ши-
рокого потенцiального бар’єра (U ≪ E) змiнив довжину хвилi де Бройля λ

на 1%. Обчислiть висоту потенцiального бар’єра U0.
4. Електрон з енергiєю E=100 еВ падає на нескiнченно широкий потен-

цiальний бар’єр висотою U0=64 еВ. Визначте ймовiрнiсть того, що електрон
вiдiб’ється вiд бар’єра.
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5. Коефiцiєнт вiдбиття R протона вiд низького потенцiального бар’єра
нескiнченної ширини дорiвнює 2,5·10−5. Визначте, який вiдсоток становить
висота бар’єра U0 вiд енергiї E електронiв, що падають.

6. Визначте, за якого вiдношення висоти U0 низького потенцiального
бар’єра нескiнченної ширини i енергiї Ee електрона, що падає на бар’єр, кое-
фiцiєнт вiдбиття R = 0, 5.

7. Частинка масою m падає на прямокутний симетричний потенцiаль-

ний бар’єр U(x) =





0, x < 0;

U0, x ∈ [0; a];

0, x > a.

Дослiдiть такi граничнi випадки:

а) E → ∞ (фактично E ≫ U0));
б) бар’єр малої прозоростi (U0 − E)ma2/2~2 ≫ 1;
в) E → 0 (фактично E ≪ ma2U 2

0/~
2, E ≪ U0);

г) ma2U0/~
2 ≪ 1 i ma2E/~2 ≪ 1;

д) E ≈ U0.
8. Ширина прямокутного потенцiйного бар’єра дорiвнює 0,2 нм, рiзни-

ця енергiй U0 − E=0,5 еВ. Обчислiть, у скiльки разiв змiниться ймовiрнiсть
проходження електрона крiзь бар’єр, якщо рiзниця енергiй зросте в 10 разiв.

9. Електрон з енергiєю E=9 еВ рухається в додатному напрямку осi
OX. Визначте, за якої ширини потенцiального бар’єра коефiцiєнт прозоростi
D=0,1, якщо висота бар’єра U0=10 еВ.

10. Протон i електрон пройшли однакову прискорювальну рiзницю по-
тенцiалiв 4ϕ=15 кВ. Обчислiть, у скiльки разiв вiдрiзняються коефiцiєнти
прозоростi De для електрона i Dp протона, якщо висота бар’єра U0=20 кеВ,
а ширина 0,1 пм.

11. Електрон проходить крiзь прямокутний потенцiальний бар’єр ши-
риною 0,5 нм. Висота U0 бар’єра бiльша за енергiю E електрона на 1%. Об-
числiть коефiцiєнт прозоростi D, якщо енергiя електрона становить 100 еВ.

12. Частинки масою m кожна розсiюються на системi iз двох δ-подiбних
потенцiальних бар’єрiв U(x) = Ω (δ(x) + δ(x− a)). Визначте, за яких значень
енергiй частинок система буде абсолютно прозорою для них.

13. Для частинки масою m знайдiть коефiцiєнт прозоростi D бар’єра,

заданого потенцiальною кривою U(x) = U0

(
1− x2

a2

)
. Розгляньте випадок

E < U0.
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9. Гармонiчний осцилятор

Лiнiйним гармонiчним осцилятором називають частинку, що ру-

хається в потенцiальному полi U(x) =
kx2

2
=

mω2x2

2
, де m — маса частинки; k

— коефiцiєнт квазiпружньої сили; ω =
√

k/m — власна частота осцилятора. У
класичному випадку частинка буде рухатись за законом x(t) = x0 cos(ωt+ϕ0).
Амплiтуда x0 однозначно визначена енергiєю осцилятора, яка може набувати
будь-яких значень в iнтервалi x ∈ (0,∞).

У мiкросвiтi стацiонарна задача вимагає розв’язку рiвняння Шредiнгера
(7.1) у виглядi

− ~
2

2m

d2

dx2
ΨE(x) +

mω2x2

2
ΨE(x) = EΨE(x) (9.1)

з граничними умовами ΨE(±∞) = 0 внаслiдок фiнiтного руху.
Вiдповiдно до загальної теорiї енергетичний спектр осцилятора буде

дискретним:

En = ~ω

(
n+

1

2

)
, n = 0, 1, . . . (9.2)

Рiвнi розташованi еквiдистантно (рис. 9.1) на вiдстанi ~ω один вiд одного.
Вони також невиродженi, тобто кожному вiдповiдає тiльки один стан:

Ψn(x) =
1√
x0

Ψosc
n

(
x

x0

)
,

∞∫

−∞

Ψn′(x)Ψn(x)dx = δn′n, (9.3)

де x0 =

√
~

mω
— «природна» одиниця довжини для ос-

цилятора, яка дозволяє суттєво спростити математич-
ний вигляд переходом до безрозмiрних величин;

Ψosc
n (ζ) =

1√
2nn!

√
π
Hn(ζ)e

−ζ2/2, (9.4)

де Hn(ζ) = (−1)neζ2 d
n

dζn

(
e−ζ2

)
, n = 0, 1, . . . — полiноми

Чебишова — Ермiта .

x

U(x)

0

hw/2

hw

hw

Рис. 9.1

Енергiя квантового осцилятора на вiдмiну вiд класичного залежить вiд
частоти, а не вiд амплiтуди, яка в квантовiй теорiї взагалi не визначена. Ос-
новний стан осцилятора має ненульову енергiю E0 = ~ω/2. Це так звана енер-

гiя нульових коливань. Наявнiсть нульових коливань не суперечить принципу

55



невизначеностей, що не дозволяє частинцi опуститися на «дно». Основному

стану вiдповiдає хвильова функцiя Ψ0(x) =
1√
x0
√

π
e−x2/2x2

0.

Оскiльки в процесi вiддалення вiд положення рiвноваги потенцiальна
енергiя монотонно неперервно зростає, хвильовi функцiї будуть ненульовими
й у класично недоступнiй областi, що зумовить ненульове значення густини
ймовiрностi в цiй областi.

Введемо оператор â i ермiтово-спряжений йому оператор â+ як

â =
1√
2

(
x

x0
+ i

p̂

p0

)
, â+ =

1√
2

(
x

x0
− i

p̂

p0

)
, (9.5)

де p0 =
√
m~ω має змiст максимального значення iмпульсу для стану з енер-

гiєю ~ω/2 у класичнiй задачi на гармонiчний осцилятор. Цi оператори не є
ермiтовими, але вiдiграють важливу роль у квантовiй механiцi й квантовiй
електродинамiцi. Дiя цих операторiв на власнi функцiї гармонiчного осци-
лятора (9.3) також буде власною функцiєю осцилятора, але вiдповiдна їм
енергiя буде на ~ω бiльша або менша:

â+Ψn =
√
n+ 1Ψn+1, âΨn =

√
nΨn−1, (9.6)

тому оператор â+ отримав назву оператора народження , а оператор â —
оператора знищення квантiв. Розглянемо деякi характернi приклади.

Приклад 9.1. Хвильова функцiя основного стану для частинки, що ру-
хається пiд впливом квазiпружної сили, має вигляд Ψ0(x) = A exp(−α2x2/2),
де α = 4

√
mk/~2; m — маса частинки; k — коефiцiєнт квазiпружної сили. Об-

числiть для даного стану ймовiрнiсть знаходження частинки поза межами,
дозволеними класичною механiкою.

Розв’язання. Дана хвильова функцiя не є нормованою, тому ймовiр-
нiсть знаходження частинки поза межами (−xmax, xmax) (рис. 9.2), дозволе-
ними класичною механiкою, дорiвнює вiдношенню

W =

−xmax∫

−∞

Ψ2dx+

∞∫

xmax

Ψ2dx

∞∫

−∞

Ψ2dx

=

2

∞∫

xmax

e−α2x2

dx

2

∞∫

0

e−α2x2

dx

=

∞∫

ξmax

e−ξ2dξ

∞∫

0

e−ξ2dξ

,

де ξ = αx i ξmax = αxmax.
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В основному станi енергiя осцилятора є ~ω/2. Та-
ким чином, у точцi максимального вiдхилення xmax ос-
цилятора вiд положення рiвноваги його потенцiальна
енергiя дорiвнює енергiї основного стану:

~ω

2
=

kx2max

2
⇒ xmax =

√
~ω

k
, ξmax =

4

√
mω2

k
. x

U(x)

0 Xmax-Xmax

Рис. 9.2

Для власної частоти коливань гармонiчного осцилятора виконується спiввiд-
ношення ω2 = k/m, тому ξmax = 1.

Застосовуючи iнтеграл Пуассона, ймовiрнiсть запишемо у виглядi

W =

∞∫

1

e−ξ2dξ

∞∫

0

e−ξ2dξ

=

∞∫

0

e−ξ2dξ −
1∫

0

e−ξ2dξ

∞∫

0

e−ξ2dξ

≈
π

2
− 0, 843

π

2

≈ 0, 049.

У результатi ймовiрнiсть знаходження в класично недоступнiй областi для
даного стану дорiвнює 4,9%.

Приклад 9.2. Знайдiть можливi значення енергiї квантового гармонiч-
ного осцилятора з частотою ω, що перебуває в станi, який описує хвильова
функцiя Ψ(x) = Be−a2x2

.
Розв’язання. Розв’язок рiвняння Шредiнгера (9.1) для гармонiчного

осцилятора з частотою ω дасть значення енергiї осцилятора E:

E = − 1

Ψ

~
2

2m

d2Ψ(x)

dx2
+

mω2x2

2
= −2~2a4x2

m
+

~
2a2

m
+

mω2x2

2
.

Оскiльки енергiя не може залежати вiд координати, доданки, що мiстять
координату, в сумi повиннi дорiвнювати нулю:

2~2a4x2

m
=

mω2x2

2
⇒ a2 =

mω

2~
.

Тодi отримуємо вiдповiдь: E =
~
2a2

m
=

~
2

m

mω

2~
=

~ω

2
.

Приклад 9.3. Обчислiть середнє значення квадрата координати x2 i
середню потенцiальну енергiю U одновимiрного гармонiчного осцилятора, що
перебуває на n–му енергетичному рiвнi.
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Розв’язання. Середнє значення квадрата координати обчислимо за
означенням (3.1). Хвильову функцiю n–го стану подамо у виглядi

Ψn(ζ) = Cne
−ζ2/2Hn(ζ), де Cn =

√
x0√

π

1

2nn!
, ζ =

x

x0
, x0 =

√
~

mω
.

Тодi середнє значення координати має вигляд

x2 = |Cn|2
(

~

mω

)3/2 ∫
ζ2
(
e−ζ2/2Hn(ζ)

)2
dζ = |Cn|2

(
~

mω

)3/2 ∫
ζ2e−ζ2H2

n(ζ)dζ.

Замiнивши один з полiномiв Hn(ζ) = (−1)neζ2 d
n

dζn

(
e−ζ2

)
i проiнтегрувавши

останнiй вираз, отримаємо x2 = |Cn|2
(

~

mω

)3/2 ∫
e−ζ2 d

n

dζn

{
Hn(ζ)ζ

2
}
dζ.

Похiднi вiд полiномiв подамо у такому виглядi:

dn

dζn

{
Hn(ζ)ζ

2
}
=

dn

dζn

(
anζn+2 + an−2ζn + · · ·

)
= an

(n+ 2)!

2!
ζ2 + n!an−2.

За допомогою рекурентної формули для коефiцiєнтiв ak знайдемо, що

an = 2n, an−2 = −an
n(n− 1)

4
. Пiдставляючи похiдну в iнтеграл, одержуємо

x2 = |Cn|2
(

~

mω

)3/2 ∫
e−ζ2

(
2n

(n+ 2)!

2!
ζ2 − n!2n

n(n− 1)

4

)
dζ,

який за допомогою iнтеграла Пуассона перетворюється до такого вигляду:

x2 = |Cn|2
(

~

mω

)3/2(
2n

(n+ 2)!

2!

√
π

2
− n!2n

n(n− 1)

4

√
π

)
=

~

mω

(
n+

1

2

)
.

Середню потенцiальну енергiю обчислимо, застосовуючи отриманий ви-
ще результат:

U =
mω2x2

2
=

mω2

2

~

mω

(
n+

1

2

)
=

En

2
.

Розв’язання цiєї задачi можна максимально спростити, застосувавши
теорему про вiрiал: якщо потенцiальна енергiя має вигляд U(r) = U0r

N ,

то в довiльному стацiонарному станi для середнiх кiнетичної та потен-

цiальної енергiй виконується спiввiдношення 2T = NU .
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Для осцилятора — T = U ⇒ p2

m
= mω2x2. За визначенням стацiонар-

них станiв
p2

2m
+
1

2
mω2x2 = ~ω

(
n+

1

2

)
. Пiсля спiльного розв’язання останнiх

двох рiвнянь одержуємо x2 = x20

(
n+

1

2

)
.

Приклад 9.4. Подайте оператор Гамiльтона гармонiчного осцилятора
через оператори народження i знищення.

Розв’язання. Застосуємо означення (9.5) i умову x0p0 = ~. Розглянемо
добуток â+â:

â+â =
1

2

(
x

x0
− i

p̂

p0

)(
x

x0
+ i

p̂

p0

)
=

1

2

(
x2

x20
+

p̂2

p20
+ i~ (xp̂− p̂x)

)
.

Оскiльки xp̂− p̂x ≡ [x, p̂] = i~, можемо записати

â+â =
1

~ω

(
mω2x2

2
+

p̂2

2m

)
− 1

2
⇒ Ĥ = ~ω

(
â+â+

1

2

)
.

Аналогiчно можемо записати оператор Гамiльтона в iншому виглядi:

ââ+ =
1

~ω

(
mω2x2

2
+

p̂2

2m

)
+

1

2
⇒ Ĥ = ~ω

(
ââ+ − 1

2

)
.

Завдання для самостiйного виконання

1. Перевiрте спiввiдношення невизначеностей для координати й iмпуль-
су у випадку одновимiрного лiнiйного гармонiчного осцилятора. За допомо-
гою цих спiввiдношень визначте енергiю основного стану осцилятора.

2. Виходячи з того, що Ψ0(x) =
(mω

π~

)1/4
exp

(
−mω

2~
x2
)
, знайдiть хви-

льову функцiю першого збудженого стану гармонiчного осцилятора.
3. Гармонiчний осцилятор знаходиться в першому збудженому станi.

Обчислiть середню потенцiальну U i середню кiнетичну T енергiю цього ос-
цилятора.

4. Знайдiть енергетичний спектр i хвильовi функцiї стацiонарних станiв

частинки в полi U(x) =

{
∞, x < 0;

mω2x2/2, x > 0.
5. Нехай хвильова функцiя гармонiчного осцилятора в момент t = 0 має

вигляд Φ(x, 0) = (Φ0(x) + 2iΦ1(x)) /
√
5, де Φ0(x), Φ1(x) — нормованi хвильо-

вi функцiї стацiонарних станiв осцилятора. Знайдiть Φ(x, t > 0). Обчислiть
середню енергiю осцилятора. Знайдiть ймовiрностi W (E0), W (E1) того, що
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осцилятор має енергiю E0, E1. Визначте середнє значення координати осци-
лятора x(t).

6. Знайдiть |Φ(x, t > 0)|2, якщо хвильова функцiя гармонiчного осциля-

тора в момент t = 0 має вигляд Φ(x, 0) = exp

(
−mω(x− x0)

2

2~

)
.

7. Маса осцилятора m, частота ω, заряд e. На осцилятор дiє постiйне
однорiдне електричне поле напруженостi ε, спрямоване вздовж осi OX. Знай-
дiть енергiї стацiонарних станiв i вiдповiднi їм хвильовi функцiї.

8. Знайдiть рiвнi енергiї i хвильовi функцiї стацiонарних станiв частинки
масою m, що рухається в полi U(x, y) = m(ω2

Xx
2 + ω2

Y y
2)/2 у випадку, коли

вiдношення ωX/ωY не є рацiональне число. Розгляньте також випадок, коли
ωX/ωY — рацiональне число, зокрема випадок колового осцилятора: ωX =

ωY = ω.
9. Знайдiть рiвнi енергiї i хвильовi функцiї стацiонарних станiв частинки

масою m, що рухається в полi U(x, y) =
mω2

2
(x2 + y2) + αxy, за умови

|α| < mω2.
10. Знайдiть рiвнi енергiї i хвильовi функцiї стацiонарних станiв три-

вимiрного гармонiчного осцилятора U(x, y, z) = m
(

ω2
1x

2 + ω2
2y

2 + ω2
3z

2
)
/2.

Розгляньте випадок iзотропного осцилятора.
11. Двi частинки масами m1 i m2, що рухаються одновимiрно, з’єднанi

пружиною твердостi κ. Знайдiть енергiї стацiонарних станiв такої системи та
вiдповiднi їм хвильовi функцiї.

12. Обчислiть комутатори
[
Ĥ, (â+)n

]
i
[
Ĥ, (â)n

]
гамiльтонiана з опера-

торами народження i знищення кванта енергiї гармонiчного осцилятора.
13. Для хвильових функцiй одновимiрного осцилятора доведiть рiвностi

(9.6).
14. За допомогою операторiв â+ i â знайдiть значення енергiї i нормованi

власнi функцiї гармонiчного осцилятора.

10. Рух у центрально-симетричному полi.

Воднеподiбний атом

Пiд час руху частинки масою m у центрально-симетричному полi, коли
потенцiальна енергiя залежить тiльки вiд вiдстанi до силового центра r i не
залежить вiд напрямку радiус-вектора r, стацiонарне рiвняння Шредiнгера
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(5.9) через сферичну симетрiю потенцiалу зручно розв’язувати у виглядi

− ~
2

2m
4rΨ(r, θ, ϕ)− ~

2

2m
4θ,ϕΨ(r, θ, ϕ) + U(r)Ψ(r, θ, ϕ) = EΨ(r, θ, ϕ), (10.1)

де 4r =
1

r2
∂

∂r

(
r2

∂

∂r

)
i 4θ,ϕ =

1

sin θ

∂

∂θ

(
sin θ

∂

∂θ

)
+

1

sin2 θ

∂2

∂ϕ2
— радiальна

i кутова частини оператора Лапласа 4r,θ,ϕ у сферичнiй системi координат
вiдповiдно. Гамiльтонiан такої системи можемо подати у виглядi

Ĥ =
p̂2r
2m

+
L̂
2

2mr2
+ U(r), (10.2)

де p̂r = −i~

(
∂

∂r
+

1

r

)
i L̂

2
= −~

24θ,ϕ — оператори радiальної складової

iмпульсу та квадрата орбiтального моменту. Першi два доданки у виразi
(10.2) — оператор кiнетичної енергiї. Система, що описана цим гамiльтонiа-
ном, може перебувати в станах iз певною енергiєю E, певним значенням квад-
рата орбiтального моменту L2 i певним значенням проекцiї моменту на видi-

лений напрямок Lz

(
L̂z = −i~

∂

∂ϕ

)
. Хвильовi функцiї цих станiв водночас є

власнi функцiї всiх трьох операторiв.

Власнi функцiї i власнi значення операторiв L̂
2

i L̂z можуть бути знай-
денi з розв’язку рiвнянь на одиничнiй сферi:

L̂
2
Ψ(θ, ϕ) = ~

2l(l + 1), l = 0, 1, 2, . . . L̂zΨ(θ, ϕ) = ~m, m = 0,±1 ± 2, . . .

Власними функцiями цих операторiв є сферичнi функцiї :

Ψ(θ, ϕ) ≡ Ylm(θ, ϕ) =

√
(2l + 1)

4π

(l − |m|)!
(l + |m|)!P

|m|
l (cos θ)eimϕ, (10.3)

вираженi, у свою чергу, через приєднанi полiноми Лежандра:

P
|m|
l (ξ) =

1

2ll!
(1− ξ2)

|m|
2

dl+|m|

dξl+|m| (ξ
2 − 1)l.

Спектри власних значень операторiв L̂
2

i L̂z залежать вiд орбiтального

квантового числа l та магнiтного квантового числа m.
«Пiдвищувальний» (значення проекцiї моменту на вiсь z) L̂+ i «знижу-

вальний» L̂− оператори визначають як оператори, що дiють за правилом

L̂±Ψl,m(θ, ϕ) = ~

√
l(l + 1)−m2 ∓mΨl,m±1(θ, ϕ), (10.4)
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явний вигляд яких у сферичнiй системi координат такий:

L̂± = L̂x ± iL̂y = ~e±iϕ

(
± ∂

∂θ
+ i ctg θ

∂

∂ϕ

)
. (10.5)

Власними функцiями останнiх є також функцiї (10.3).
Розв’язок рiвняння Шредiнгера (10.1) з гамiльтонiаном (10.2) можемо

записати у виглядi

Ψ(r) = ΨElm(r, θ, ϕ) = ΦEl(r) · Ylm(θ, ϕ), (10.6)

де ΦEl(r) — радiальна хвильова функцiя, яку визначає вигляд потенцiальної
енергiї U(r). Пiдставляючи вираз (10.6) в рiвняння (10.1) для функцiй ΦEl(r)

одержуємо

− ~
2

2mr2
d

dr

(
r2

d

dr

)
ΦEl(r) +

(
U(r) +

~
2l(l + 1)

2mr2

)
ΦEl(r) = EΦEl(r) (10.7)

з граничною умовою ΦEl(r)
∣∣∣
r→∞

→ 0 та нормуванням

∞∫

0

Φ2
El(r)r

2dr = 1.

Найчастiше ΦEl(r) подають у виглядi ΦEl(r) =
1

r
REl(r), що обумовлює

еквiвалентну форму рiвняння (10.7):

− ~
2

2mr

d2

dr2
REl(r) +

(
U(r) +

~
2l(l + 1)

2mr2

)
REl(r) = EREl(r) (10.8)

з додатковими умовами REl(0) = 0, REl(r)
∣∣∣
r→∞

→ 0 i

∞∫

0

R2
El(r)dr = 1. Це

рiвняння називають радiальним рiвнянням Шредiнгера. За своєю структу-
рою (10.8) збiгається з одновимiрним рiвнянням Шредiнгера (7.1) з потенцiа-

лом Ueff(r) = U(r) +
~
2l(l + 1)

2mr2
. Таким чином, квантова механiка подiбно до

класичної дозволяє в центральному полi звести тривимiрну задачу до одно-

вимiрної додаванням доцентрового доданка
~
2l(l + 1)

2mr2
. При цьому в рiвняннi

Шредiнгера з’являється цiлий невiд’ємний параметр l. Оскiльки за фiксова-
ного l магнiтне квантове число m може набувати значення m = 0,±1, . . . ,±l

(всього (2l+1) значення), кожен стацiонарний стан з певним значенням l буде
2l+1–кратно виродженим. Стани, що вiдповiдають рiзним значенням l, по-
значають спектроскопiчними символами «s» (l = 0), «p» (l =1), «d» (l = 2),
«f» (l = 3) i далi в алфавiтному порядку.
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Пiд час руху зарядженої частинки в кулонiвському полi (воднеподiбний

атом) U(r) = −Ze2

r
стацiонарне рiвняння Шредiнгера (10.1) набуває вигля-

ду [
−~

2

2µ
∇2 − Ze2

r

]
Ψ(r, θ, ϕ) = EΨ(r, θ, ϕ), (10.9)

де пiд µ розумiють зведену масу ; r — вiдносну вiдстань; E — енергiю вiд-
носного руху.

На рис. 10.1 наведено вигляд ефективного потенцiалу радiального рiв-
няння Шредiнгера (10.8) у кулонiвському полi тяжiння. За E < 0 рух фiнiт-
ний, тому що електрон перебуває в «потенцiальнiй ямi», утворенiй зросталь-
ним кулонiвським потенцiалом i квадратично спадним доцентровим вiдштовху-
ванням.

Якщо розв’язок рiвняння (10.9) шукати у виглядi (10.6), змiннi роздi-
ляються i ми одержуємо такi власнi нормованi функцiї:

Φnl(r) = Nnl

(
2Zr

na0

)l

exp

(
− Zr

na0

)
1F1

(
−n+ l + 1, 2l + 2,

2Zr

na0

)
, (10.10)

а також власнi значення енергiї:

En = − Z2e2

2n2a0
, (10.11)

де a0 — перший борiвський радiус (для електрона
a0 = 0, 529Å);

Nnl =

√(
2Zr

na0

)3
1

(2l + 1)!

√
(n+ l)!

2n(n− l − 1)!

— нормувальний множник; 1F1 — вироджена гiпер-

геометрична функцiя, виражена через полiноми Ла-

герра L
(β)
k (ξ):

r

Ueff

0

E

Рис. 10.1

1F1

(
−n+ l + 1, 2l + 2,

2Zr

na0

)
= n!

Γ(2l + 2)

Γ(n+ l + 1)
L
(2l+1)
n−l−1

(
2Zr

na0

)
,

якi, у свою чергу, вираженi через формулу Родрiга:

L
(β)
k (ξ) =

1

n!
ξ−βeξ d

n

dξn

(
ξk+βe−ξ

)
.
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Параметр n = 1, 2, . . . має назву головного квантового числа. За фiксова-
ного n число l набуває значень l = 0, 1, 2 . . . , n−1. Таким чином, кратнiсть ви-
родження рiвня дорiвнює n2. Спектр (10.11) iнодi називають рiдбергiвським.
Кiлькiсть його рiвнiв нескiнченна. Розглянемо деякi характернi приклади.

Приклад 10.1. У станi Ψlm iз певним моментом l i його проекцiєю m

на z знайдiть Lx, Ly, LxLy, L2
x, L2

y.

Розв’язання. Спочатку знайдемо середнє значення оператора L̂+:

L+ =

∫
Ψ∗

lm(L̂x + iL̂y)ΨlmdΩ = ~

√
l(l + 1)−m2 −m

∫
Ψ∗

lmΨl,m+1 = 0,

де враховано ортогональнiсть власних функцiй оператора L̂+, якi вiдповiда-

ють рiзним власним значенням. Звiдки L̂x + iL̂y = 0, що дає змогу записати
Lx = Ly = 0. Оператор L̂2

+ подамо у виглядi

L̂2
+ = (L̂x + iL̂y)

2 = L̂2
x − L̂2

y + i(L̂xL̂y + L̂yL̂x).

Очевидно, що L2
+ = 0, це дає змогу записати

L̂2
x − L̂2

y = 0 ⇒ L2
x = L2

y, L̂xL̂y + L̂yL̂x = 0 ⇒ L̂xL̂y = −L̂yL̂x.

Враховуючи комутацiйне спiввiдношення
[
L̂x, L̂y

]
= i~L̂z, отримуємо

L̂xL̂y − L̂yL̂x = i~m ⇒ L̂xL̂y = −L̂yL̂x = −i~m

2
.

Завдяки явному вигляду оператора L̂
2
= L̂2

x+ L̂2
y+ L̂2

z можемо отримати

спiввiдношення L̂
2 − L̂2

z = L̂2
x + L̂2

y ⇒ ~
2l(l + 1) − ~

2m2 = L̂2
x + L̂2

y, а за
допомогою нього — середнi значення квадратiв проекцiй моменту:

L2
x = L2

y =
~
2

2

(
l(l + 1)−m2

)
.

Приклад 10.2. Маємо двi слабковзаємодiючi системи 1 i 2, стани яких
характеризують квантовими числами (l1,m1) i (l2,m2). Укажiть можливi зна-
чення повного моменту L сукупної системи. Оператор сумарного моменту

L̂ = L̂
(1)

+L̂
(2)

, L̂
(1)

i L̂
(2)

— оператори моментiв двох систем. Також обчислiть

середнi значення L̂ i L̂2 у даному станi.
Розв’язання. Двi системи назвемо слабковзаємодiючими, якщо вико-

нується спiввiдношення
[
L̂
(1)

i , L̂
(2)

j

]
= 0.
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За означенням квантовi числа системи (1+2) набувають таких значень:

M = m1 +m2, |l1 − l2| 6 L 6 (l1 + l2), |M | 6 L,

звiдки можливi значення моменту L сукупної системи задовольняють умову

max {|l1 − l2|, |m1 +m2|} 6 L 6 (l1 + l2).

Застосовуючи розв’язки прикл. 10.1, отримуємо шуканi середня значен-
ня: Lx = Ly = 0, Lz = m1 +m2, а також

L̂2 = L̂
(1)2

+ L̂
(2)2

+ 2L̂
(1)

L̂
(2)

= ~
2 [l1(l1 + 1) + l2(l2 + 1)] + 2m1m2.

Приклад 10.3. Нехай Ψ3,−1(θ, ϕ) = Ae−iϕ(5 cos2 θ − 1) sin θ — задана
хвильова функцiя. Знайдiть нормовану функцiю Ψ3,−2.

Розв’язання. Спочатку пронормуємо задану функцiю:

2π∫

0

π∫

0

Ψ∗
3,−1Ψ3,−1 sin θdθdϕ = 2πA2

π∫

0

(5 cos2 θ − 1)2 sin3 θdθ =
16π

21
A2 = 1,

що дає змогу записати Ψ3,−1(θ, ϕ) =

√
21

16π
e−iϕ(5 cos2 θ − 1) sin θ.

Застосовуючи означення (10.4), маємо L̂−Ψ3,−1 = ~
√
10Ψ3,−2. За допо-

могою (10.5) знайдемо результат дiї оператора L̂− на задану функцiю:

L̂−Ψ3,−1 = ~e−iϕ

(
− ∂

∂θ
+ i ctg θ

∂

∂ϕ

)
Ψ3,−1 = 10~

√
21

16π
e−2iϕ cos θ sin2 θ.

Таким чином, шукана нормована функцiя має такий вигляд:

Ψ3,−2(θ, ϕ) = −
√

105

32π
e−2iϕ cos θ sin2 θ.

Приклад 10.4. Знайдiть енергетичний спектр i хвильовi функцiї для
просторового ротатора з моментом iнерцiї I .

Розв’язання. Ротатор являє собою частинку, що рухається по сферi за-
даного радiуса r = a = const. Прикладом ротатора може служити двоатомна
молекула. Момент iнерцiї такої молекули дорiвнює I = µa2 (µ — зведена маса
молекули), а її енергiя в системi центра мас — енергiя обертання молекули.
Ротатор має тiльки двi обертальнi степенi свободи, якi зручно характеризу-
вати кутами θ i ϕ сферичної системи координат. Рух ротатора вiльний, тому
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гамiльтонiан побудуємо за аналогiєю з гамiльтонiаном вiльного поступально-

го руху iз замiною p на L i маси µ — на I : Ĥ =
L̂
2

2I
. Тодi стацiонарне рiвняння

Шредiнгера для ротатора набуває вигляду L̂
2
Ψ(θ, ϕ) = 2IEΨ(θ, ϕ). Воно яв-

ляє собою рiвняння для власних функцiй i власних значень оператора L̂
2
, якi

нам вiдомi:

2IEl = ~
2l(l + 1), Ψlm(θ, ϕ) = Ylm(θ, ϕ), l = 0, 1, . . . , m = 0,±1, . . . ,±l.

Таким чином, кожному енергетичному рiвню ротатора El =
~
2

2I
l(l + 1)

вiдповiдають стани, визначенi сферичними функцiями (10.3) (базис ротато-
ра). Кожен енергетичний рiвень El вироджений iз кратнiстю 2l+1. Основний
стан (l = 0) є невироджений.

Приклад 10.5. Хвильова функцiя, що описує стан ротатора, має вигляд
Ψ = B(2 sin θ sin ϕ + 3i). Визначте сталу нормування B, величини Lz, L2 i E,
якi можуть бути знайденi в експериментi, ймовiрностi їх появи, а також се-
реднi значення.

Розв’язання. Розвинемо нашу функцiю за власними функцiями L̂
2
:

Ψ = B

[
2

(√
8π

3

√
3

8π
sin θ

1

2i
eiϕ −

√
8π

3

√
3

8π
sin θ

1

2i
e−iϕ

)
+ 3i

√
4π

1√
4π

]
=

= B

[
−i

√
8π

3
Y1,1 + i

√
8π

3
Y1,−1 + 3i

√
4πY0,0

]
.

Застосовуючи ортонормованiсть сферичних функцiй, запишемо умову нор-

мування у виглядi B2

[
8π

3
+

8π

3
+ 36π

]
= 1, звiдки B =

√
3

124π
, а нормована

функцiя має вигляд Ψ = −i

√
2

31
Y1,1 + i

√
2

31
Y1,−1 + 3i

√
3

31
Y0,0.

Набiр власних функцiй, за якими можливе розвинення функцiї Ψ, мi-
стить тi значення величин Lz, L2 i E, якi можуть бути знайденi в експеримен-
тi. Цi величини являють собою власнi значення операторiв, що вiдповiдають
тим власним функцiям, якi входять до функцiї Ψ. Значення цих величин у
рiзних можливих стацiонарних станах такi:

l = 0, m = 0 ⇒ Lz = 0, L2 = 0, E = 0;

l = 1, m = 1 ⇒ Lz = ~, L2 = 2~2, E = ~
2/I;

l = 1, m = −1 ⇒ Lz = −~, L2 = 2~2, E = ~
2/I.
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Ймовiрностi виявлення в експериментi тiєї або iншої величини визнача-
ються квадратами модулiв коефiцiєнтiв розвинень за власними функцiями.
Знаючи значення величин i їх ймовiрностi, знайдемо середнi значення:

Lz = −~W(Lz=−~) + ~W(Lz=~) + 0W(Lz=0) = 0,

L2 = 2~2W(L2=2~2) + 0W(L2=0) =
8~2

31
, E =

~
2

I
W(E=~2/I) + 0W(E=0) =

4~2

31I
.

Приклад 10.6. Знайдiть хвильову функцiю вiльної частинки в s-станi.
Розв’язання. Рiвняння (10.8) для вiльної частинки (U = 0) в s-станi

(l = 0) має вигляд

d2

dr2
(rΦ(r)) + k2(rΦ(r)) = 0, де k2 =

2mE

~2
.

Його розв’язок подамо у виглядi rΦ(r) = A sin(kr) + B cos(kr). Оскiльки
функцiя rΦ(r) обмежена, то B = 0 за r = 0. Таким чином, для радiальної

частини хвильової функцiї одержуємо Φ(r) = a
sin(kr)

r
. Функцiя Φ(r) → 0 за

r → ∞, при цьому жодних додаткових граничних умов не виникає. Звiдси
одержуємо, що спектр енергiї неперервний. Коефiцiєнт A знайдемо з умови
нормування для неперервного спектра:

|A|2
∞∫

0

sin(kr)

r

sin(k′r)

r
r2dr =

1

2

∞∫

0

cos [(k − k′)r] dr−1

2

∞∫

0

cos [(k + k′)r] dr = δ(k−k′),

звiдки a =

√
2

π
. Урахування кутової частини хвильової функцiї Y0,0 =

1√
4π

визначає хвильову функцiю Ψ(r, θ, ϕ) =
1

π
√
2

sin(kr)

r
.

Приклад 10.7. Електрон в атомi водню перебуває в основному станi,
який описує хвильова функцiя Ψ(r) = A exp (−r/r1). Знайдiть енергiю E

електрона i сталу r1 розмiрностi довжини.
Розв’язання. У нашому випадку хвильова функцiя залежить тiльки

вiд координати r, тому рiвняння Шредiнгера (10.9) буде мати такий вигляд:

d2

dr2
Ψ+

2

r

d

dr
Ψ+

2m

~2

(
e2

r
+ E

)
Ψ = 0.

Обчисливши першу i другу похiднi даної функцiї за r, перепишемо останнiй

вираз у такий спосiб:

(
1

r21
+

2m

~2
E

)
+

(
2me2

~2
− 2

r1

)
1

r
= 0. Iз цього спiввiдно-

шення видно, що рiвнiсть його нулю за будь-яких значень r можлива лише в
тому випадку, коли обидвi дужки окремо дорiвнюють нулю.
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Остаточно E = − ~
2

2mr21
, r1 =

~
2

me2
.

Приклад 10.8. Хвильова функцiя електрона в основному станi атома

водню має вигляд Ψ(r) = C exp

(
− r

a0

)
, де a0 — борiвський радiус. Знайдiть:

а) значення сталої нормування C;
б) найбiльш ймовiрну вiдстань мiж електроном i ядром;
в) середнє значення модуля кулонiвської сили, що дiє на електрон;
г) середнє значення потенцiальної енергiї електрона в полi ядра.
Розв’язання.

а) Для знаходження сталої C застосуємо умову нормування у сферичнiй
системi координат:

∫
|Ψ(r)|2 d3r =

∞∫

0

π∫

0

2π∫

0

|Ψ(r)|2 r2 sin θdrdθdϕ = 4π

∞∫

0

|Ψ(r)|2 r2dr = 1.

Пiдставляючи у вираз Ψ(r) i iнтегруючи за частинами, одержимо C =
1√
πa30

.

б) Ймовiрнiсть того, що частинка перебуває в областi вiд r до r + dr:
dw = 4π |Ψ(r)|2 r2dr. Тодi найбiльш ймовiрна вiдстань мiж електроном i яд-
ром вiдповiдає максимуму функцiї 4π |Ψ(r)|2 r2. Диференцiюючи її за r i при-
рiвнюючи похiдну до нуля, одержуємо rймов = a0.

в) Середнє значення кулонiвської сили F (r) =
e2

r2
, що дiє на електрон,

визначають за такою формулою:

F (r) = 4πe2
∞∫

0

Ψ2(r)dr =
4e2

a30

∞∫

0

exp

(
− 2

a0
r

)
dr =

2e2

a20
.

г) Середнє значення потенцiальної енергiї електрона U(r) = −e2

r
у полi

ядра обчислюють аналогiчно:

U(r) = −4πe2
∞∫

0

Ψ2(r)rdr = −4e2

a30

∞∫

0

exp

(
− 2

a0
r

)
rdr = −e2

a0
.

Приклад 10.9. Знайдiть середнiй електростатичний потенцiал, ство-
рений 1s-електроном у центрi атома водню.
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Розв’язання. Хвильову функцiю 1s-стану електрона (n = 1, l = 0,
m = 0) оберемо з попереднього прикладу. Тодi заряд 1s-електрона — це за-
ряд сферично-симетричної електронної хмари. Густина цiєї електронної хма-
ри дорiвнює ρ = −ew(r) = −e|Ψ(r)|2. Видiлимо тонкий сферичний шар iз
радiусами r i r+ dr. Об’єм шару дорiвнює 4πr2dr. Повний заряд сферичного

шару dq = ρ4πr2dr створює в центрi атома потенцiал dϕ =
dq

r
= 4πρrdr =

−4πe|Ψ(r)|2rdr.
Сумарний електростатичний потенцiал, створений всiєю електронною

хмарою, знайдемо, проiнтегрувавши останнiй вираз за r:

ϕ0 =

∫
dϕ = −4πe

∞∫

0

|Ψ(r)|2rdr = −4e

a30

∞∫

0

e−2r/a0rdr = − e

a0

∞∫

0

e−ζζdζ = − e

a0
.

Приклад 10.10. Знайдiть найбiльш ймовiрну вiдстань електрона в 1s-
станi вiд ядра iз зарядом Ze.

Розв’язання. Згiдно з виразами (10.6), (10.3) та (10.10) повна хвильова

функцiя 1s-стану: Ψ1s(r) = Φ1,0(r) · Y0,0(θ, ϕ) = 2

(
Z

a0

)3/2

exp

(
−Zr

a0

)
· 1√

4π
.

Застосовуючи умову нормування, одержимо

∫
|Ψ1s(r)|2d3r =

∞∫

0

|Φ1,0(r)|2r2dr
∫

Ω

|Y0,0(θ, ϕ)|2 sin θdθdϕ =

∞∫

0

w1,0(r)dr = 1.

Густина ймовiрностi знаходження електрона у сферичному шарi радiу-

сом r i товщиною dr: w1,0(r) ∼ r2 exp

(
−2Zr

a0

)
. Максимальне значення w1,0,

як нескладно показати, досягається за rmax =
Z

a0
. Це i є найбiльш ймовiр-

на вiдстань електрона вiд силового центра. В атомi водню вона дорiвнює
борiвському радiусу.

Помiтимо, що ймовiрнiсть виявлення електрона на довiльнiй вiдстанi
вiд центра в 1s-станi завжди є ненульовою. Однак за великих r вона експо-
ненцiйно зменшується, так що реальний розмiр ядра буде скiнченний.

Приклад 10.11. Обчислiть середнє значення r−1 в основному станi
воднеподiбного атома.

Розв’язання. За допомогою явного вигляду хвильової функцiї основ-
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ного стану Ψ1s(r, θ, ϕ) =

√
Z3

πa30
exp

(
−Zr

a0

)
маємо

r−1 = 4
Z3

a30

∞∫

0

r exp

(
−2Zr

a0

)
dr =

Z

a0

∞∫

0

te−tdt =
Z

a0
.

Цей результат ми можемо отримати, застосувавши теорему про вiрiал.
Згiдно з цiєю теоремою 2T = NU , де T i U — вiдповiдно середня кiнетична й
потенцiальна енергiї системи. В атомi водню U(r) = −Ze2/r ∼ r−1. Теорема
набуває вигляду 2T = −U у довiльному стацiонарному станi.

В 1s-станi T + U = E1s = −1

2
z2
e2

a0
. Розв’язуючи останнi два рiвняння

вiдносно U , одержуємо

U = −Ze2r−1 = −Z2 e
2

a0
, звiдки r−1 =

Z

a0
.

Завдання для самостiйного виконання

1. Знайдiть явний вигляд операторiв L̂x, L̂y, L̂z, L̂± = L̂x ± iL̂y, L̂
2

у
сферичнiй системi координат.

2. Знайдiть такi комутатори:
[
L̂−, L̂+

]
,
[
L̂±, L̂z

]
,
[
L̂±, L̂x

]
,
[
L̂±, L̂y

]
.

3. Запишiть оператор кiнетичної енергiї у сферичнiй системi координат.
4. У станi Ψlm з певним моментом l i його проекцiєю m на z знайдiть се-

реднє значення i середню флуктуацiю проекцiї моменту на вiсь z̃, що утворює
кут α з вiссю z.

5. Частинка перебуває в станi з моментом l = 1 i його проекцiєю m = ±1

на вiсь z. Знайдiть ймовiрностi W (m′,m) рiзних значень проекцiї моменту m′

на вiсь z′, що утворює кут α з вiссю z.
6. Є двi слабковзаємодiючi системи, стани яких характеризують кван-

товi числа l1 = 1 i l2 = 1 моменту i проекцiї його на вiсь z: m1 = 0 i m2 = 0.
Обчислiть ймовiрностi рiзних значень сумарного моменту L.

7. Є двi слабковзаємодiючi системи, стани яких характеризують кван-
товi числа l1 = l2 = l моменту i проекцiї його на вiсь z: m1 = l i m2 = l − 2.
Обчислiть ймовiрностi рiзних значень сумарного моменту L.

8. Стани просторового ротатора описують хвильовi функцiї вигляду
Ψ1 = A cos2 θ, Ψ2 = B2iϕ i Ψ3 = C(3 sin θ cos ϕ + 2i). Знайдiть функцiї роз-
подiлу ротатора за енергiями, квадратом моменту i його проекцiю на вiсь z,
а також середнi значення цих величин.
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9. Кутова частина хвильової функцiї частинки має вигляд Ψ = D cos θe2iϕ.
Визначте ймовiрнiсть значення l = 1 у цьому станi.

10. Частинка масою M вiльно рухається з певним значенням квадрата
орбiтального моменту. Знайдiть ненормованi хвильовi функцiї стацiонарних
станiв з енергiєю E.

11. За заданими хвильовими функцiями знайдiть невiдомi нормованi
функцiї:

а) Ψl=2,m=0 = C(3 cos 2θ − 1), Ψl=2,m=1;
б) Ψl=3,m=0 = C(5 cos 3θ − 3 cos θ), Ψl=3,m=1;
в) Ψl=3,m=3 = Ce3iφ sin 3θ, Ψl=3,m=2.
12. Знайдiть квантовi числа станiв iз хвильовими функцiями L̂+L̂+L̂+Ψlm,

L̂−L̂+L̂−Ψlm, L̂−L̂zL̂+Ψlm, L̂+L̂−L̂+Ψlm. Визначте, за яких значень l i m цi
хвильовi функцiї дорiвнюють нулю.

13. Знайдiть рiвнi енергiї частинки маси µ у сферичнiй нескiнченно гли-
бокiй потенцiальнiй ямi радiусом a.

14. Визначте рiвнi енергiї для руху частинки масою µ з моментом

l = 0 у сферичнiй потенцiальнiй ямi скiнченної глибини U(r) =

{
0, r 6 a;

U0, r > a.
Установiть, за якої мiнiмальної глибини в ямi наявний лише один рiвень.

15. Знайдiть енергетичнi рiвнi дискретного спектра частинки масою µ

у двовимiрнiй потенцiальнiй ямi U(ρ) =

{
0, ρ > a;

−U0, ρ < a
у випадку, коли про-

екцiя моменту iмпульсу частинки на вiсь, перпендикулярну площинi руху,
дорiвнює нулю. Окремо розгляньте випадок неглибокої ями

(
µa2U0 ≪ ~

2
)
,

порiвняйте цей результат з одновимiрним рухом.
16. Обчислiть значення квантових чисел n, nr, l i m у станi 3s, 3p, 3d,

4s, 4p, 4d, 4f атома водню.
17. Безпосереднiми розрахунками доведiть ортогональнiсть хвильових

функцiй для 1s i 2s-станiв воднеподiбного атома.
18. Визначте, чому дорiвнюють l i m у таких станах:

Ψ = A(r) sin θe±iϕ, Ψ = A(r)

(
3

2
cos2 θ − 1

2

)
, Ψ = A(r) sin2 θe±2iϕ.

19. Побудуйте графiк радiальної густини ймовiрностi в таких станах
атома водню:

Ψ1s = Ae−r/a, Ψ2s = Bre−r/2a
(
1− r

2a

)
, Ψ2p = Cr2e−r/2a cos θ.

Визначте, чому дорiвнює енергiя атома водню в цих станах
(
a = ~

2/me2
)
.
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20. Знайдiть:
а) cos θ i cos2 θ у s-станi просторового ротатора;
б) cos2 θ у p-станi просторового ротатора з m = 0,±1.
21. Доведiть ортогональнiсть воднеподiбних функцiй Ψ200 i Ψ210, Ψ100 i

Ψ210. Переконайтеся в неортогональностi Φ20(r) i Φ21(r), Φ10(r) i R21(r).
22. Обчислiть середнє значення rn:
а) у 1s-станi воднеподiбного атома (n > −2);
б) 2s-станi воднеподiбного атома (n > −2);
в) 2p-станi воднеподiбного атома (n > −4).
23. Знайдiть середнi значення p2 i r−1 у довiльному стацiонарному станi

воднеподiбного атома з головним квантовим числом n.
24. Обчислiть r, rn для електрона в основному станi атома водню.
25. Знайдiть розподiл ймовiрностей рiзних значень iмпульсу електрона

в основному станi атома водню.

26. Знайдiть дискретний спектр для електрона в полi U(r) = −Ze2

r
+

α

r2
.

27. З’ясуйте, за якої умови з’являється s-стан дискретного спектра у

сферичнiй ямi U(r) =

{
0, r > a;

−U0, r < a.
Порiвняйте отриманий результат iз

результатами у випадках одновимiрного i двовимiрного рухiв.
28. Знайдiть рiвнi енергiї та нормованi хвильовi функцiї стацiонарних

станiв сферичного осцилятора, тобто частинки в полi U(r) = kr2/2, (k > 0).
Розв’яжiть рiвняння Шредiнгера двома способами — у декартовiй i сферичнiй
системах координат.

11. Квазiкласичне наближення.

Варiацiйний метод Рiтца

Сильно збудженi системи за своїми властивостями є майже класични-
ми, або квазiкласичними , оскiльки в цьому випадку класична дiя за поряд-
ком величини значно перевершує сталу Планка ~. Проте граничний перехiд
~ → 0 у самому рiвняннi Шредингера змiсту не має. Вiн здiйснюється за до-
помогою так званого квазiкласичного наближення або методу Вентцеля —

Крамерса — Брiллюена (ВКБ). Суть методу полягає у поданнi хвильової

функцiї у виглядi Ψ = exp

(
− i

~
S

)
i розвиненнi дiї S у ряд за степенями

малого параметра ~/i. В одновимiрному випадку хвильова функцiя частин-
ки iз заданою енергiєю E у полi U(x) з урахуванням лише першої квантової
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поправки буде мати вигляд

Ψ(x) =
A√
p(x)

e
i

~

∫
p(x′)dx′

+
B√
p(x)

e−
i

~

∫
p(x′)dx′

, E > U(x),

Ψ(x) =
C√
|p(x)|

e
1

~

∫
|p(x′)|dx′

+
D√
|p(x)|

e−
1

~

∫
|p(x′)|dx′

, E < U(x),

де p(x) =
√
2m[E − U(x)] — класичний iмпульс частинки; m — маса частин-

ки; A, B, C i D — довiльнi сталi.
У зв‘язку зi специфiчною структурою функцiй даний метод отримав

назву методу фазових iнтегралiв.
Умовою застосовностi цього методу є спiввiдношення

p2 � ~

∣∣∣∣
dp

dx

∣∣∣∣ ⇒ λ
1

k

∣∣∣∣
dk

dx

∣∣∣∣� 1, в еквiвалентнiй формi

∣∣∣∣
dλ

dx

∣∣∣∣� 1, (11.1)

де k = p(x)/~, λ = 2π/k — дебройлiвська довжина хвилi.
Якщо d — характерний розмiр областi руху, то остання нерiвнiсть зво-

диться до умови λ � d.
ВКБ-наближення застосовне у випадках руху з досить великими iм-

пульсами, причому класична сила F =

∣∣∣∣
dU

dx

∣∣∣∣, що дiє на частинку, повинна

бути не дуже великою. Iнакше кажучи, потенцiальна енергiя повинна змiню-
ватися досить слабко упродовж дебройлiвської довжини хвилi.

Правило квантування Бора — Зоммерфельда визначає у ВКБ-
наближеннi положення енергетичних рiвнiв дискретного спектра.

Отримаємо правило квантування енергетичних рiвнiв в одновимiрнiй
потенцiальнiй ямi (рис. 11.1). Запишемо хвильову функцiю в класично до-
ступнiй областi II (a < x < b) бiля кожної з точок повороту:

Ψa(x) =
A√
p(x)

cos


1
~

x∫

a

p(x′)dx′ − π

4


 , Ψb(x) =

B√
p(x)

cos


1
~

x∫

b

p(x′)dx′ +
π

4


 ,

де A i B — довiльнi сталi.
У будь-якiй точцi класично доступної областi,

досить вiддаленiй вiд точок повороту, функцiї Ψa(x) i
Ψb(x) повиннi переходити одна в одну, тобто необхiдно
прирiвняти їх логарифмiчнi похiднi:

tg


1

~

x∫

a

p(x′)dx′ − π

4


 = tg


1

~

x∫

b

p(x′)dx′ +
π

4


 , X

U(x)

0

E

1 11 111

Рис. 11.1
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звiдки маємо такий вираз:

b∫

a

p(x)dx = π~

(
n+

1

2

)
, n = 0, 1, . . . (11.2)

який i являє собою правило квантування енергетичних рiвнiв. Точки поворо-
ту заданi рiвнянням U(x) = E, тому вираз (11.2) являє собою в загальному
випадку трансцендентне рiвняння вiдносно енергiї E з цiлим невiд’ємним па-
раметром n. Фактично правило квантування (11.2) застосовне за великих

значень n ∼ 1

~

b∫

a

p(x)dx =

b∫

a

p(x)dx
dx

λ
∼ d

λ
� 1, оскiльки у квазiкласичному

наближеннi дебройлiвська довжина хвилi значно менша за розмiри областi
руху.

На вiдмiну вiд ями в потенцiальному бар’єрi класично доступними є
областi I i III, де розв’язок рiвняння Шредiнгера осцилює (рис. 11.2). У кла-
сично недоступнiй областi II (a < x < b) розв’язок мiстить експоненцiйно
зростальну i спадну компоненти. Для коефiцiєнта прозоростi частинок iз за-
даною енергiєю 0 < E < Umax у квазiкласичному наближеннi виходить також
досить проста формула, що не потребує розв’язку рiвняння Шредiнгера:

D = D0 exp


−2

~

b∫

a

|p(x)|dx


 . (11.3)

Конкретний вигляд множника D0 залежить вiд ви-
ду потенцiальної енергiї i характеру точок повороту.
Експоненцiальний множник є швидко змiнна функ-
цiя енергiї, i потрiбно розрахувати саме його. Умова
застосовностi ВКБ-наближення (11.1) — пiдбар’єрне
значення енергiї частинок (E < Umax) i досить велика
його ширина. У цьому випадку коефiцiєнт прозоростi
буде малий (D < 1).

X

U(x)

0

E

Umax

1 11 111

Рис. 11.2

У рядi випадкiв наближене обчислення перших дискретних станiв кван-
тових систем можна здiйснити за допомогою варiацiйного методу.

У ходi розрахункiв енергiї основного стану спочатку аналiтично виби-
рають «пробну функцiю» Ψ0(ζ,α, β, . . .), що мiстить певну кiлькiсть невiдо-
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мих параметрiв α, β, . . . Пiсля обчислення енергетичного функцiонала

=0(α, β, . . .) =

∫
Ψ∗

0(ζ,α, β, . . .)ĤΨ0(ζ,α, β, . . .)dζ

∫
|Ψ0(ζ,α, β, . . .)|2dζ

(11.4)

одержуємо вираз, що залежить тiльки вiд цих параметрiв. Функцiонал має
значення середньої енергiї системи в станi, заданому функцiєю Ψ0. Мiнiмiза-
цiя =(α, β, . . .) зводиться до розв’язання такої системи рiвнянь:

∂=0

∂α
=

∂=0

∂β
= . . . = 0 ⇒ αmin, βmin, . . . . (11.5)

Значення енергiї E = =0(αmin, βmin, . . .) ≡ E0 у разi вдалого вибору проб-
ної функцiї буде близьким до дiйсного значення, навiть за порiвняно малої
кiлькостi застосованих параметрiв. Ненормована хвильова функцiя основно-
го стану системи буде приблизно збiгатися з функцiєю Ψ0(ζ,αmin, βmin, . . .).

Описаний метод вiдшукування енергiї основного стану має назву прямо-

го варiацiйного методу або методу Рiтца . Вибiр пробних функцiй засно-
ваний на якiсному аналiзi розв’язкiв з урахуванням симетрiї задання. Проб-
на функцiя насамперед повинна задовольняти стандартнi умови i у випадку
фiнiтного руху обертатися в нуль на нескiнченностi. Якщо гамiльтонiан не
змiнюється пiд час операцiї iнверсiї, пробну функцiю основного стану слiд
вибирати парною.

Аналогiчно обчислюють енергiю n-го збудженого стану. Вiдповiдну проб-
ну функцiю за допомогою додаткових умов пiдбирають ортогональною до
хвильових функцiй бiльш низьких за енергiєю станiв.

Хвильовi функцiї, знайденi варiацiйним методом, не обов’язково будуть
власними функцiями гамiльтонiана Ĥ. Вони є такими лише за певного вибору
параметризацiї пробних функцiй, що дозволяє пiдбором параметрiв звести їх
до точних хвильових функцiй стацiонарних станiв. Розглянемо деякi харак-
тернi приклади.

Приклад 11.1. Застосовуючи правила Бора — Зоммерфельда, про-
квантуйте рух одновимiрного гармонiчного осцилятора (частинка масою m,
яка рухається в потенцiйному полi V (x) = mω2x2/2).

Розв’язання. Запишемо в явному виглядi класичний iмпульс i коор-
динати точок повороту за заданої енергiї :

p(x) =

√
2m

(
E − mω2

2
x2
)
, b =

√
2E

mω2
, a = −b.
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Врахувавши парнiсть p(x) i зробивши замiну
x

b
=

√
mω2

2E
x = sin ξ, маємо:

b∫

a

p(x)dx =
√
8mE

b∫

0

√
1− mω2

2E
x2dx =

4E

ω

π/2∫

0

cos2 ξdξ =
πE

ω
.

За допомогою виразу (11.2) одержуємо енергетичний спектр осцилято-

ра у ВКБ-наближеннi En = ~ω

(
n+

1

2

)
, n = 0, 1, . . . Цей результат точно

збiгається з виразом (9.2), хоча правило квантування Бора — Зоммерфельда
правдиве лише для високозбуджених станiв (n � 1).

Приклад 11.2. За допомогою правила Бора — Зоммерфельда знайдiть
спектр енергiї та допустимi висоти, на якi пiдiймається частинка масою m,
що падає на горизонтальну пластинку i пружно вiд неї вiдбивається.

Розв’язання. Потенцiальну енергiю запишемо у виглядi U(z) = mgz,
де g — прискорення вiльного падiння. Енергiя частинки стала E = const.

Частинка не може проникати в область z < 0 i тому хвильова функцiя
Ψ(a) = Ψ(0) = 0. Хвильова функцiя також повинна обернутися в нуль i
на границi за z = b (стандартнi умови потребують неперервностi хвильової
функцiї) Ψ(b) = 0. У нашому випадку точка повороту b ≡ hmax знаходиться

з умови hmax =
E

mg
. Правило квантування в цьому випадку узагальнимо i

запишемо у виглядi

hmax∫

0

p(z)dz = π~

(
n+

3

4

)
, n = 0, 1, . . .

Обчислимо iнтеграл

hmax∫

0

p(z)dz =

hmax∫

0

√
2gm

√
hmax − zdz =

2m
√
2g

3

√
h3
max.

Застосовуючи останнi два вирази, одержуємо енергетичний спектр частин-
ки, що падає на горизонтальну поверхню, i максимальнi висоти, на якi вона
зможе пiдiйматися у ВКБ-наближеннi:

En =
3

√
9g2m

8
π2~2

(
n+

3

4

)2

, hmax,n =
En

mg
, n = 0, 1, . . .
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Приклад 11.3. Знайдiть у квазiкласичному наближеннi (з точнiстю до
експоненцiального множника) коефiцiєнт прозоростi для частинок з масою m

i енергiєю E, що проходять крiзь потенцiальний бар’єр U(x) = U0 exp
(
−x

α

)
,

де U0 > 0 i α > 0 — параметри поля.
Розв’язання. Обчислимо iнтеграл у показнику експоненти (11.3). З

урахуванням парностi пiдiнтегральної функцiї i поводження потенцiалу має-
мо

b∫

a

|p(x)|dx = 2
√
2mE

b∫

0

√
U0

E
e−x/α − 1 dx,

де a i b — точки повороту; b = α ln
U0

E
, a = −b.

Iнтеграл обчислюють за допомогою замiни змiнної:

√
U0

E
e−x/α − 1 = ζ,

dx = − 2ζα

ζ2 + 1
dζ. У результатi

4α
√
2mE

√
U0

E
−1∫

0

ζ2dζ

ζ2 + 1
= 4α

√
2mE

(√
U0

E
− 1− arctg

√
U0

E
− 1

)
.

Коефiцiєнт прозоростi бар’єра визначають за формулою (11.3):

D = D0 exp

{
−8α

√
2mE

~

(√
U0

E
− 1− arctg

√
U0

E
− 1

)}
.

Дана формула застосовна за U0 � E.
Приклад 11.4. Знайдiть наближене значення енергiї основного стану

частинки масою m, що перебуває в нескiнченно глибокiй потенцiальнiй ямi
шириною a, варiацiйним методом, застосовуючи в ролi «пробної» функцiю

вигляду Ψ(x) = A
(a
2
−
∣∣∣x− a

2

∣∣∣
)
.

Розв’язання. Енергiя основного стану дорiвнює мiнiмуму вiд середньо-

го значення оператора Гамiльтона Ĥ = − ~
2

2m

∂2

∂x2
. Знайдемо середнє значення

енергiї:

E = − ~
2

2m

∞∫

−∞

Ψ∗(x)
∂2Ψ(x)

∂x2
dx =

~
2

2m

∞∫

−∞

∣∣∣∣
∂Ψ(x)

∂x

∣∣∣∣
2

dx.
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Спочатку пронормуємо запропоновану функцiю:

|A|2
a∫

0

(a
2
−
∣∣∣x− a

2

∣∣∣
)2

dx = |A|2




a/2∫

0

x2dx+

a∫

a/2

(a− x)2dx


 = 1 ⇒ A =

√
12

a3
.

Похiдна функцiї
∂Ψ(x)

∂x
= A

∂

∂x

(a
2
−
∣∣∣x− a

2

∣∣∣
)
=

{
A, 0 < x < a/2;

−A, a/2 < x < a.

Середнє значення енергiї E =
~
2|A|2
2m




a/2∫

0

12dx+

a∫

a/2

(−1)2dx


 =

6~2

ma2
.

Це значення вiдповiдає пробнiй функцiї Ψ(x) =

√
12

a3

(a
2
−
∣∣∣x− a

2

∣∣∣
)
.

Приклад 11.5. Обчислiть варiацiйним методом енергiю основного ста-
ну лiнiйного гармонiчного осцилятора масою m i частотою ω. «Пробну» функ-
цiю оберiть у виглядi Ψ(x, γ) = B exp(−γx2/2), де B — стала нормування;
γ > 0 — варiацiйний параметр.

Розв’язання. Пiд час вибору пробної функцiї враховано вiдсутнiсть
вузлiв у хвильовiй функцiї основного стану та її парнiсть, а також той факт,
що Ψ(±∞, γ) = 0. Енергетичний функцiонал (11.4) обчислюють з гамiль-

тонiаном Ĥ = − ~
2

2m

d2

dx2
+

mω2x2

2
i заданою пробною функцiєю Ψ(x, γ).

Здiйснивши елементарнi перетворення, отримаємо остаточний вигляд
виразу (11.4):

=0(γ) =
1

4

(
~
2γ

m
+

mω2

γ

)
.

Мiнiмум =0(γ) вiдповiдає значенню γmin =
mω

~
, тому енергiя основного стану

E0 = =0(γmin) =
~ω

2
, а вiдповiдна нормована хвильова функцiя має вигляд

Ψ0(x) = Ψ(x, γmin) =
(mω

π~

)1/4
exp

(
− x2

2x20

)
, x20 =

~

mω
.

У зв‘язку зi вдало обраною параметризацiєю пробної функцiї значення енергiї
i вигляд хвильової функцiї збiгаються з точними виразами.

Приклад 11.6. Обчислiть варiацiйним методом енергiю основного ста-
ну воднеподiбного атома. «Пробну» функцiю з варiацiйним параметром λ > 0

оберiть у виглядi Ψ(r, λ) = D exp(−λr).
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Розв’язання. Гамiльтонiан воднеподiбного атома запишемо у виглядi

Ĥ = −~
2

2µ
∇2 − Ze2

r
. Енергетичний функцiонал (11.4) зводиться до вигляду

=1s(λ) =
2λ3

~
2

µ

∞∫

0

e−λr∇2e−λrr2dr − 4λ3Ze2
∞∫

0

e−2λrrdr,

який за допомогою iнтегралiв

∞∫

0

e−λr∇2e−λrr2dr = −
∞∫

0

(
∂

∂r
e−λr

)2

r2dr = − 1

4λ
,

∞∫

0

e−2λrrdr =
1

2λ
,

перетворюється до вигляду =1s(λ) =
~
2λ2

2µ
− Ze2λ. З умови мiнiмуму функ-

цiонала (11.5) визначаємо варiацiйний параметр λmin =
Z

a0
. Пiдставляючи

значення λmin у вирази для функцiонала i пробної функцiї, маємо

E1s = =1s(λmin) = −Z2e2

2a0
, Ψ1s(r) =

√
Z3

πa30
exp

(
−Zr

a0

)
.

Вирази для енергiї та хвильової функцiї збiгаються з точними.
Приклад 11.7. Обчислiть варiацiйним методом енергiю першого збуд-

женого стану 2s воднеподiбного атома. «Пробну» функцiю оберiть у виглядi

Ψ(r,α, χ) = C

(
1 + χ

Zr

a0

)
exp

(
−αr

a0

)
з параметрами α > 0 i χ < 0.

Розв’язання. Крiм стандартних умов, радiальна хвильова функцiя 2s-
стану повинна мати один вузол (щоб задвольнити осциляцiйну теорему). Да-
ний факт знаходить висвiтлення в параметризацiї пробної функцiї.

Додатковою умовою за мiнiмiзацiї енергетичного функцiонала є вимога
ортогональностi Ψ(r,α, χ) до хвильової функцiї 1s-стану, знайденої в

прикл. 11.6:
∫
Ψ∗(r,α, χ)Ψ1s(r)d

3r = 0. Простi обчислення дозволяють одер-

жати зв’язок мiж варiацiйними параметрами у виглядi χ = −(Z + α)/3, що
разом iз гамiльтонiаном та заданою пробною функцiєю дає можливiсть одер-
жати енергетичний функцiонал (11.4) 2s-стану:

=2s(α) =
Ze2

a0

(
−α

2
+

7α2

6Z
− Zα2

2(α2 − Zα + Z2)

)
.
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З умови мiнiмуму =2s(α) (11.5) маємо αmin = Z/2. Пiдставивши αmin у вираз
для енергетичного функцiонала i пробної функцiї, маємо

E2s = =2s(αmin) = −Z2e2

8a0
, Ψ2s(r) =

√
Z3

8πa30

(
1 +

Zr

2a0

)
exp

(
−Zr

2a0

)
.

Як i в попередньому прикладi, ми одержали збiг з точними результатами.

Завдання для самостiйного виконання

1. У квазiкласичному наближеннi розгляньте рух частинки в потен-
цiальнiй ямi шириною b з нескiнченно високими «стiнками» i плоским «дном»:

U(x) =

{
0, 0 < x < b;

∞, x < 0, x > b.
Порiвняйте результат розрахункiв енергетичного

спектра з точним.
2. Застосовуючи правила квантування Бора — Зоммерфельда, знайдiть

спектр плоского ротатора (частинки масою m, що вiльно обертається пiд дiєю
центральної сили, по колу радiусом r).

3. Застосовуючи правила квантування Бора — Зоммерфельда, знайдiть
рiвнi енергiї електрона, який рухається по коловiй орбiтi у воднеподiбному
атомi (заряд ядра Ze).

4. У квазiкласичному наближеннi визначте положення енергетичних
рiвнiв частинки масою m, що рухається у полi U(x) = α|x|, де α — додатний
параметр.

5. Знайдiть у квазiкласичному наближеннi рiвнi енергiї частинки, що
перебуває в одновимiрному потенцiалi U(x) = −A/|x|, де A > 0.

6. Отримайте правило квантування енергетичних рiвнiв i знайдiть вiд-
повiднi їм квазiкласичнi хвильовi функцiї у випадку потенцiальної ями вигля-

ду U(x) =

{
∞, x < 0;

F (x), x > 0,
де F (x) — функцiя з додатною першою похiдною.

7. Знайдiть у квазiкласичному наближеннi коефiцiєнт прозоростi потен-

цiального бар’єра U(x) =

{
U0 > 0, 0 6 x 6 a;

0, x < 0, x > a.
Квазiкласичний результат

порiвняйте з точним.
8. Оцiнiть у квазiкласичному наближеннi коефiцiєнт прозоростi бар’єра

U(x) =




U0

(
1− x

a

)
, x > 0;

0, x < 0,
де U0 > 0. Знайдiть не тiльки експонентний,

але й передекспонентний множник, що входить у коефiцiєнт прозоростi.
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9. Обчислiть у квазiкласичному наближеннi коефiцiєнт прозоростi па-

раболiчного бар’єра U(x) =




U0

(
1− x2

a2

)
, |x| 6 a;

0, |x| > a,

де U0 > 0. Укажiть

умови застосування отриманого результату.
10. Знайдiть у квазiкласичному наближеннi коефiцiєнт прозоростi по-

тенцiального бар’єра U(x) =

{
G(a− |x|), |x| 6 a, G > 0;

0, |x| > a.
11. Отримайте наближене значення енергiї основного стану частинки в

нескiнченно глибокiй потенцiальнiй ямi, застосовуючи в ролi пробних хвильо-

вi функцiї: Ψ1(x) = A sin2
(πx

a

)
i Ψ2(x) = Bx (x− a). Порiвняйте з точними

значеннями.
12. Рух частинки масою m, що перебуває в однорiдному полi тяжiння,

обмежений знизу абсолютно пружною горизонтальною пластиною. Варiацiй-
ним методом отримайте наближенi значення енергiй основного стану частин-
ки. Пробнi функцiї оберiть двох типiв: Ψ1(z, γ) = Az exp(−γz) i
Ψ2(z, γ) = Bz exp(−γz2/2), де γ — варiацiйний параметр. Вiсь OZ спрямована
вертикально догори. Прискорення вiльного падiння g.

13. Одновимiрний лiнiйний гармонiчний осцилятор масою m i частотою
ω перебуває в основному станi. Варiацiйним методом отримайте наближене
значення енергiї осцилятора. Пробнi функцiї оберiть двох типiв:

Ψ1(x, β) = A

(
1 +

x2

β2

)−1

i Ψ2(x, β) = B

(
1 +

x2

β2

)−2

, де β — варiацiйний па-

раметр. Порiвняйте з точними значеннями енергiй.
14. Одновимiрний лiнiйний гармонiчний осцилятор масою m i часто-

тою ω перебуває в першому збудженому станi. Варiацiйним методом знайдiть
наближене значення енергiї осцилятора. Пробну функцiю оберiть у виглядi
Ψ(x, λ) = Axe−λ|x| з параметром λ.

15. Частинка масою m перебуває в потенцiальнiй ямi U(x) = −U0δ(x),
U0 > 0. Варiацiйним методом отримайте наближене значення енергiї основ-
ного стану. Пробну функцiю з параметром α оберiть у виглядi Ψ(x,α) =

A exp(−αx2/2).

16. Для частинки, що перебуває в полi вигляду U(x) =

{
kx, k > 0, x > 0;

∞, x < 0,
знайдiть енергiю основного стану варiацiйним методом, застосовуючи пробнi
функцiї для промiжку x > 0 з варiацiйним параметром α у виглядi
Ψ1(x) = Axe−αx i Ψ2(x) = Bxe−αx2/2.
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12. Нерелятивiстський спiн мiкрочастинки

Чимало експериментальних фактiв (тонка структура спектральних лiнiй
ряду атомiв, аномальний ефект Зеємана тощо) вказують на iснування у мiкро-
частинок специфiчного внутрiшнього степеня свободи. Iз ним пов’язаний
власний момент iмпульсу мiкрочастинки — спiн , який не має вiдношення до
її руху в просторi.

Спiн є обов‘язковою властивiстю мiкрочастинки (як, наприклад, маса
i заряд) i має суто квантовий характер. У разi переходу до класичної ме-
ханiки вiн обертається в нуль. Величину власного моменту iмпульсу мiкро-
частинки визначають за загальними законами квантової механiки спiновим
квантовим числом:

s2 = ~
2s(s+ 1). (12.1)

Комутацiйнi спiввiдношення для компонент оператора спiну ŝ мають
той же вигляд, що й для оператора моменту iмпульсу:

[ŝi, ŝj] = i~
∑

k

εijkŝk,

тобто ŝi є лiнiйними ермiтовими операторами. Як i момент iмпульсу, спiн
зручно вимiрювати в одиницях ~. Проекцiя спiну на заданий напрямок може
набувати квантових значень, що вiдрiзняються один вiд одного на ~:

sz = ms~. (12.2)

Величину ms називають магнiтним спiновим квантовим числом.
Спiновому моменту притаманнi властивостi, що не мають аналогiв у

теорiї механiчного моменту iмпульсу. Спiн може набувати пiвцiлих значень,

наприклад, для електрона, протона, нейтрона s =
1

2
, однак, для фотона s = 1.

Величина проекцiї спiну, наприклад, для електрона, протона, нейтрона може

набувати тiльки двох значень: ±~

2
, у той час як спостережувана проекцiя

моменту iмпульсу завжди набуває значень, рiвних цiлому числу ~. Тому для
квантово-механiчного опису спiну застосовують матричний вигляд спiнових
станiв мiкрочастинок.

Оскiльки число спостережуваних значень проекцiї спiну електрона дорiв-
нює двом, розумно в ролi спiнових операторiв застосовувати комплекснi мат-
рицi розмiрнiстю 2 × 2. У цьому випадку хвильовими функцiями будуть
двокомпонентнi стовпцi комплексних чисел — спiнори. Стандартнi умови,
якi накладають на спiнори, зводяться до того, що їх елементи повиннi бути
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однозначними й обмеженими. Формально спiнори в ходi розв’язання задач

можна записувати у виглядi матриць розмiрнiстю 2 × 1:

(
c

d

)
i комплексно-

спряжених: (c∗ d∗).
Вектор спiну має вигляд

ŝ =
1

2
~σ̂, (12.3)

де σ̂ — вектор, компоненти якого вираженi в такий спосiб:

σ̂x =

(
0 1

1 0

)
, σ̂y =

(
0 −i

i 0

)
, σ̂z =

(
1 0

0 −1

)
. (12.4)

Останнi отримали назву матриць Паулi . Вони мають усi властивостi опе-
раторiв проекцiй спiну й вiдiграють фундаментальну роль у квантовiй ме-
ханiцi. Розглянемо деякi характернi приклади.

Приклад 12.1. Частинка зi спiном s = 1/2 перебуває в станi з певним
значенням sz = ~/2. Визначте ймовiрностi можливих значень проекцiї спiну
на вiсь z′, яка утворює кут ϑ з вiссю z.

Розв’язання. Оскiльки кут мiж осями z i z′ вiдомий i дорiвнює ϑ,

проекцiю спiну на вiсь z′ подамо у виглядi sz′ =
~

2
cosϑ.

Оскiльки вiсь z′ не збiгається iз z, то проекцiя спiну вже не буде ма-
ти визначеного значення. Унаслiдок загальних властивостей його проекцiя
на будь-який напрямок може набувати тiльки двох значень: s

(±)
z′ = ±~/2.

Застосовуючи теорему про математичне сподiвання, маємо

sz′ = W+s
(+)
z′ +W−s

(−)
z′ =

~

2
W+ − ~

2
W−,

де W+ i W− — ймовiрностi проекцiї спiну вздовж додатного i вiд’ємного на-
прямкiв осi z′ вiдповiдно.

Враховуючи також, що W+ +W− = 1, отримуємо вiдповiдь:

W+ =
1 + cosϑ

2
= cos2

ϑ

2
, W− =

1− cosϑ

2
= sin2

ϑ

2
.

Приклад 12.2. Знайдiть власнi значення i власнi функцiї оператора ŝx
для частинки зi спiном s = 1/2.

Розв’язання. Запишемо власнi функцiї оператора ŝx у виглядi

Ψsx =

(
a

b

)
i Ψ∗

sx
= (a∗ b∗), а власнi значення — sx = σx/2 (в одиницях ~).
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Необхiднi нам величини знаходимо з рiвняння

ŝxΨsx = sxΨsx ⇒ 1

2

(
0 1

1 0

)(
a

b

)
=

1

2

(
b

a

)
= sx

(
a

b

)
⇒

{
b/2 = sxa,

a/2 = sxb.

Розв’язуючи цю систему рiвнянь, одержимо sx = ±1/2; a = ±b. Для знаход-
ження числових значень a i b застосуємо умову нормування:
∫
Ψ∗

sx
ΨsxdV = 1 ⇒

∫
(a∗ b∗)

(
a

b

)
dx =

∫ (
|a|2 + |b2|

)
dx = 1 ⇒ |a| = |b| = 1√

2
.

Таким чином, для власних значень sx = ±1/2 одержуємо власнi функцiї

оператора ŝx: Ψsx=1/2 =
1√
2

(
1

1

)
, Ψsx=−1/2 =

1√
2

(
1

−1

)
.

Приклад 12.3. Укажiть вигляд оператора проекцiї спiну на довiльний
напрямок, заданий одиничним вектором n.

Розв’язання. Оператор проекцiї спiну на напрямок, заданий одинич-
ним вектором n, можна записати у виглядi ŝn = nŝ, де n = {nx, ny, nz} i
ŝ = {sx, sy, sz}. Тодi, пiдставляючи значення компонент, одержимо

ŝn =
~

2
(sin θ cos ϕσ̂x + sin θ sin ϕσ̂y + cos θσ̂z)

=
~

2

[(
0 sin θ cos ϕ

sin θ cos ϕ 0

)
+

(
0 −i sin θ sin ϕ

i sin θ sin ϕ 0

)
+

+

(
cos θ 0

0 − cos θ

)]
=

~

2

(
cos θ e−iϕ sin θ

eiϕ sin θ − cos θ

)
.

Приклад 12.4. Обчислiть скалярний добуток спiнiв двох частинок у
триплетному (s = 1) i синглетному (s = 0) станах.

Розв’язання. Спiн кожної частинки подамо у виглядi

ŝ1 =
1

2
~σ̂1, ŝ2 =

1

2
~σ̂2.

Запишемо вираз для квадрата оператора спiну двох частинок:

ŝ2 = ŝ21 + ŝ22 + 2 (ŝ1 · ŝ2) .

За допомогою формули (12.1) як у триплетному, так i в синглетному
станах можемо розрахувати власнi значення ŝ2, ŝ21 i ŝ22:

s2 =

{
2~2, s = 1,

0, s = 0;
s21 = s22 = ~

2 · 1
2
· 3
2
=

3

4
~
2.
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Значення скалярного добутку спiнiв двох частинок

у s = 1 станi: (ŝ1 · ŝ2) =
~
2

4
, у s = 0 станi: (ŝ1 · ŝ2) = −3~2

4
.

Вiдповiдно в цих станах: (σ1 · σ2) = 1 i (σ1 · σ2) = −3.
Приклад 12.5. Знайдiть залежнiсть вiд часу спiнової хвильової функ-

цiї i середнiх значень компонент вектора спiну частинки зi спiном s = 1/2 i
магнiтним моментом µ, що перебуває в однорiдному стацiонарному магнiтно-
му полi.

Розв’язання. Направимо вiсь z уздовж магнiтного поля i запишемо
спiнову частину гамiльтонiана у виглядi: Ĥ = −µHσ̂z. При цьому рiвняння

Шредiнгера (5.1) для спiнової хвильової функцiї Ψ(t) =

(
A(t)

B(t)

)
зводиться

до системи двох рiвнянь:

d

dt
A(t) = iωA(t),

d

dt
B(t) = −iωB(t),

де ω =
µH

~
.

Розв’язки цих рiвнянь дають вигляд хвильової функцiї:

A(t) = Feiωt, B(t) = Ge−iωt ⇒ Ψ(t) =

(
Feiωt

Ge−iωt

)
,

де F i G визначаються початковими умовами, а також умовою |F |2+|G|2 = 0.

Середнi значення компонент вектора спiну s(t) = Ψ∗(t)
σ̂

2
Ψ(t) мають

такий вигляд:

sx(t) = sx(0) cos 2ωt+ sy(0) sin 2ωt,

sy(t) = sy(0) cos 2ωt− sx(0) sin 2ωt,

sz(t) = sz(0) = const,

тобто вектор sz(t) прецесує навколо поля з кутовою швидкiстю 2ω.

Завдання для самостiйного виконання

1. Оцiнiть мiнiмальний розмiр електрона на пiдставi наявностi спiну.
2. Застосовуючи явний вигляд матриць Паулi (12.4), перевiрте прав-

дивiсть таких спiввiдношень (I — одинична матриця 2× 2):

[σ̂i, σ̂j] = 2i
∑

k

εijkσ̂k, {σ̂i, σ̂j} = 2δij 1̂, σ̂2 = 3I.
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3. Знайдiть оператори: σ̂+ =
σ̂x + iσ̂y

2
i σ̂− =

σ̂x − iσ̂y

2
, комутатори цих

операторiв з операторами σ̂x, σ̂y i σ̂z, а також комутатор
[
σ̂2
+, σ̂2

−
]
.

4. Пронормуйте спiновi хвильовi функцiї: Ψ1 = A

(
1

3

)
i Ψ2 = B

(
3

4i

)
.

5. Для стану s = 1/2 знайдiть:
а) комутатори [ŝi, ŝj] i

[
ŝz, ŝ

2
]
;

б) спiновi матрицi;
в) хвильовi функцiї для випадкiв sz = ±1/2;
г) власнi функцiї i власнi значення операторiв ŝy i ŝz.
6. Застосовуючи вигляд оператора проекцiї спiну на довiльний напря-

мок, заданий одиничним вектором n, (прикл. 12.3) знайдiть:
а) величину sn у станах з певним значенням проекцiї спiну на вiсь z;
б) ймовiрностi значень проекцiй спiну (±1/2) на напрямок n.
7. Для двох частинок зi спiнами s = 1/2 доведiть, що стани з визначеним

значенням сумарного спiну є власними для оператора σ̂1 · σ̂2, де σ̂1 i σ̂2 —
вiдповiднi матрицi Паулi обох частинок.

8. Атом водню помiщений у зовнiшнє магнiтне поле B. Для електрона

знайдiть
dŝx
dt

i
dŝy
dt

(вiсь OZ спрямована уздовж B).

9. Знайдiть власнi значення оператора F̂ = a + bσ̂, де b — числовий
вектор.

10. Спростiть вираз (aσ̂)n, де a — числовий вектор; n > 0 — цiле число.
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